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择自《连续介质力学》的序言 


. 这本由物理学家写的书，首先也是针对物理学家的。自然，对我们感兴 

趣的是通常在弹性理论教程中不讲述的问题，例如热传导和固体黏性问题，弹性 
振动理论和波的许多问题。与此同时，我们只能很简单地接触一些专门的问题 
(例如，复杂的弹性理论的数学方法，薄壳理论等等）。更何况，在某种程度上， 

作者也不是这些方面专家。 


朗道， E . M •栗弗席兹 




符 号 


P 物质密度 
U 位移矢量 



应变张量 


( T ik 应力张量 

尺各向均匀压缩模量（体积模量) 


fJL 剪切模量 

E 拉伸模量（杨氏模量） 

CT 泊松系数（泊松比） 
q 纵向声速（纵波波速） 

横向声速（横波波速） 

通过或芯，表示和 c » 的表达式，见§ 22. 

尺,; IX 和之间的关系公式： 

3^X_ 

3尺 +/ I ， 卜 2(3 尺+弘）， 

E E 

K = 3{ \ -2(t) * M ' 2(1 +( 7 ) • 

全书采用通常的矢量和张量的指标求和法则：在给定的表达式中，所有重复 

两次的指标（“傀标”）表示将该量按指标 丨， 2 , 3 求和. 

在第六章中，关于坐标的微分算子利用了符号 ^三 3 〜 

在引用本《理论物理学教程》其它各卷章节和公式的号码时，给出卷号对应 

的书名： 

第 一卷： 《力学》， 

第 二卷： 《场论》， 

第 三卷： 《量子力学（非相对论理论）>， 

第四卷 •_ 《量子电动力学》， 

第 五卷： 《统计物理学 I 》， 



t_Wr 響 I, 

亀釀蠡攀 〆 

9 她 隊應 舉㈣ 
針. 


第一章弹性理论的基本方程 . 1 

§1 应变张量 . 1 

§2 应力张量 . 4 

§3 形变热力学 . 9 

§4 胡克定律 . . 

§5 均勾形变 . . 

§6 有温度变化的形变 . . 

§7 各向同性物体的平衡方程 . is 

§8 以平面为边界之弹性介质的平衡 . 27 

§9 固体的接触 . 31 

§ 10 晶体的弹性性质 . 37 

第二章杆和板的平衡 . 46 

§ 11 弯曲板的能量 . 46 

§ 12 板的平衡方程 . 48 

§ 13 板的纵向形变 . 54 

§14 板的大挽度弯曲 . 59 

§ 15 壳的形变 . 64 

§ 16 杆的扭转 . 70 

§ 17 杆的弯曲 . 76 

§18 形变杆的能量 . 80 

§19 杆的平衡方程 . 83 

§20 杆的小挽度弯曲 . 90 

§21 弹性系统的稳定性 . 99 

第三章弹性波 . 104 

§ 22 各向同性介质中的弹性波 . 104 

§ 23 晶体中的弹性波 . 110 

§ 24 表面波 . .. 






























目 


录 


§25 杆和板的振动 . 117 

§26 非谐振动 . 123 

第四章位错 . 127 

§27 存在位错时的弹性形变 . 127 

§28 应力场对位错的作用 . 136 

§29 位错的连续分布 . 140 

§30 相互作用位错的分布 . 145 

第五章固体的热传导和黏性 . 149 

§31 固体中的热传导方程 . 149 

§32 晶体的热传导 . 151 

§33 固体的黏性 . 152 

§ 34 固体中声的吸收 . 154 

§35 高黏性流体 . 161 

第六章液晶力学 . 163 

§36 向列相液晶的静力形变 . 163 

§37 向列相液晶的直线向错 . 167 

§38 向列相液晶平衡方程的非奇异轴对称解 . 172 

§39 向错的拓扑性质 . 176 

§40 向列相液晶的运动方程 . 178 

§41 向列相液晶的耗散系数 . 184 

§42 向列相液晶内微振动的传播 . 187 

§43 胆甾相液晶力学 . 192 

§44 近晶相液晶的弹性性质 . 195 

§ 45 近晶相液晶的位错 ... 201 

§ 46 近晶相液晶的运动方程 . 203 

§ 47 近晶相液晶中的声 . 206 

# 弓 1 . 210 





























A-A* — —I ■ 

第一早 

弹性理论的 基本方程 


§1 应变张量 

弹性理论 的内容，就是把固体作为连续介质来考虑的力学①. 

在作用力的影响下，固体将不同程度地发生形变② ，即 它将改变原来的形状 
和体积.对物体形变的数学描述，将按下述方法进行.物体任意一点的位置由 
该点在某一坐标系中的径矢 r ( 分量为\ = x , x 2 = y , x 3 = z ) 来 确定. 一般来说， 
出物体形变时，物体上所有的点都会有移动.现在来研究其中的任一确定点，如 
果在形变前它的径矢为 r ， 形变后它将为另一径矢(分量为 <). 于是，在形变 
时，物体上点的位移可以表示为矢董 〆 -/ •，记为 II : 

( 1 . 1 ) 

矢 M “称为 位移矢置③. 自然，点在位移后的坐标 <是该点在位移前坐标&的 

函数.因此，位移矢量也是坐 标七的 函数.把矢暈 M 作为七的函数给出后，物体 
的形变也就完全确定了. 

当物体形变时，点与点之间的距离也会改变.现在来考虑任意两个无限接 

近的点.如果形变前两点间的径矢为心,，则物体形变后该两点间的径矢将变为 
d . T ； = d . t ( + du ,. 两点之间的距离在形变前为 

d/ = y/dx] + dxl + , 

形变后为 

d/' = + dx'l + dx'j. 

根据求和记法的一般法则，有 


1 弹性理论的基本方程是柯西 （ A. L. Cauchy) 和泊松 （S. I). Poisson) 在 19 批纪 20 年代建立 的. 

② 形变亦称为 变形. 拉伸（压 缩） 、弯曲、扭转、剪切等是形变的基本形式 ——译者注 

③ 俄文版烺文为变形矢 W 或位移矢本书按我国的习惯均译为 后者. ——译者注 



第一章弹性理论的基本方程 


t 


dx ] f d / /2 = dx ,2 i = ( dx i + du ‘) 


2 


由于 ― #’ d 广就 可以重新写为 


， ， ^ U i . ^ U i 3 U i ' , 

dt， = dr + 2 J^ t dXidXk + ~^ k ^ dXkdXl ' 


因为等式右边第二项的指标 丨和& 都是傀标，可以把它们重新排列并写为明显 
的对称形式 •_ 


du t du k 

-+ 

dx L dx ： 


dx t dx k 


而在第三项中，交换指标；和/的位置，最后得到 

dl ,2 = d / 2 +2 u ik dx i dx k , 

式中 

1 / du - du k 5 u / du l 


( 1 . 2 ) 


2 \ dx k dx i dx i dx 


(1.3) 
称为应变 张置， 


这些表达式确定了物体形变时线元（长度单元）的改变.张量、称为应变 张置， 
按照定义，它是对称张最，即 

u ik = u kr ( 1 . 4 ) 

像所有对称张 M — 样，可以把每一个给定点的应变张量〜变换到主轴上 • 
也就是说，在任意给定点都可以选择 张憊的 主轴坐 标系. 在这个坐标系中，张景 
〜的所有分量，只有对角分量“ u ， u 22 ，“ 33 不为零.这些分量称为应变张量的主 
值，分别用 U ⑴， u (2> ， u ( ”表示. 当然，必须记住，假使在物体某点上张量 、变换 
到主轴上，但是 ，一 般来说，在物体的所有其它点上却是非对角化张量- 

如果把给定点的应变张量变换到主轴上，那么在包围该点的体元内，线元 
(1.2) 具有如下 形式： 

dZ ,2 = (8 lk +2 u ik ) dx i dx k = (1 +2 u (l) ) d ^ + (1 +2 u (2, ) d%j +(1 +2 u (3) ) d ^. 

我们看到，这个表达式已被分解为三个独立的项.这就是说，在物体的任一体元 
内，都可以把形变看作是按三个相互垂直方向——应变张量主轴方向上的三个 
独立形变的组合.每一个这样的形变都是沿着相应方向的简单拉伸（或压缩）： 
沿第一主轴方向， cb , 的长度变为 

dx; = 1 +2u ⑴ dx, f 

对于另外两个主轴方向，也可类似地 求出. 因此，值 


+ 2u 


就是沿着这些主轴方向的相对伸长 （ d < -d x,)/d 

实际上，儿乎在物体所有的形变中，应变都是很小的 • 
任何一段距离的改变量，与其距离本身相比，都是很小的 • 


这就是说，在物体内 
换句话说，相对伸长 



远远小于 1. 以后，我们将认为所有的应变都是小量. 

由此可见，如果物体处于小形变，则在物体内部，用来确定长度相对变化的 
应变张量的所有分 M 都是小量.至于说到位移矢撤，在某些情况下，即使应变分 
量很小，它也可能是比较大的.例如，一个细长的杆，甚至在受到很大的弯曲时, 
它的两端在空间已经发生了明显的变位，而杆件内部的拉伸和压缩却是不大的. 

除了这样的特殊情形外①，在小形变时，位移矢量同样也是小的.实际上, 
任何“三维”的物体 （ B 卩，在任何方向上的尺寸都不是特别小的物体）显然不可能 
发生这样的形变一物体的个别部分在空间发生很大的变位，而在物体内部却 
不产生强烈的拉伸或压缩. 

关于细长杆的问题我们将在第二章单独研究.就是说，在其它情形下，形变 
小时，其位移分量连同它们关于坐标的导数也都是小的.因此，在一般表达 
式 （1.3) 中，可以把最后一项作为二阶小量而略去.这样一来，在小形变情形下， 
应变张量可以由如下表达式 确定： 

1 / 叫 du k \ 

°* 5) 

现在，线元沿应变张量（在给定点）主轴方向的相对伸长（精确到高阶最）等于 



亦即，直接等于张 量〜的 主值. 

现在来考虑任一无限小的体元 dv ，并确定物体形变后体积的大小 dr . 为 
此，在所研究的点，选取应变张量的主轴作为坐标轴.这样，沿着这些轴的线元 
, dx 2 ， ck 3 ，在形变后变为 d < = ( 1 + u u> ) dx , ，等等•体积 dK 等于积 
cLt |( k 2 ck 3 ，而体积 dW 等于积 dx ^ dx 1 ,. 于是有 

dT =dV(l +a (,, )(l + a (2) )(l +u (3) ). 

由此，略去高阶小量，得 

dV f = 6 V ( \ + u (,) + u <2) + w <3> ). 

众所周知，张量主值之和 u (l> + a (2) + u (3> 是不变 蛰， 并等于在任何坐标系中的对 
角线分量之和： U-U - U ,, + u 22 + u 33 . 

这样一来，即有 

dV 1 = dV(l (1.6) 

由此可见，应变张 M 对角分量之和就是体积的相对 变化： (dr - dV )/ 6 V . 

有时，应变张量的分 M 比较方便的不是利用笛卡儿坐标，而是利用球坐标或 
柱坐标.在这里，为了便于查阅，我们相应的引入用位移矢量的分设在球坐标和 

①除了细长杆的形变外，厲于这种悄形的还有薄板的柱面弯曲.间样敁该例外的还有当“三维”物 
体除了形变外，整体还围绕某个轴旋转有限角度的情形. 


第一章弹性理论的基本方程 



(1.7) 


( 1 . 8 ) 


在未形变的物体中，分子的分布适合于物体的热平衡状态.这时，物体所有 
各部分彼此之间也都处于力学平衡.这就意味着，如果在物体内部任意分离出 
—部分体积，那么从物体其余部分作用于该体积上的所有的力之合力等于零. 

在物体形变时，分子的分布发生了变化，使物体离开了原来所处的平衡状 
态，从而产生了力图使物体恢复平衡状态的力.这种在形变时出现的内力称为 
应力 . 如果物体没有形变，那么在物体内部就没有应力. 

应力是由物体分子之间彼此相互作用的分子力引起的.对弹性理论而 
言，最为重要的事实，就是分子力具有极小的作用半径.在产生分子力的质点 
周围，该分子力的影响只能扩展到与分子间距同样数缺级的距离上.而作为 
宏观的弹性理论，它只考虑远大于分子间距的距离.因此，在弹性理论中可以 
认为分子力的“作用 t •径”等于零.也可以说，在弹性珂论中，引起应力的力只 
能是从某点传递给相邻点的“近程作用力”，由此可以得出：物体内任何一部 
分，从包围它的那部分物体方面给它的作用力，只能直接通过物体该部分的表 
面來显现炎 

①超过接触表 fW 的分子间的相 a 作用力.即所谓“远程作用力"，报据何西疢力跄〖以忽 略 - 
这使计算大为简化，并为实验所证实. 一 译者注 


§2 应力张 J 1 .5. 

----- - 

这里必须作如下的 说明： 如果在物体形变时伴随有宏大的电场出现，则前 
面的论断就不正 确了. 这样的（所谓热电性或压电性）物体，洋见第 八卷 . 

我们在物体中叻取任意一部分体积，并且研究作用在它上面的 合力. 一方 
面，这个合力可以表示为体积分 形式： 

jF6V t 

式中 F 是作用在物体单位体积上的力.另一方面，在所研究体积内不同部分间 
相互作用的力不町能产生不为零的合力，因为根据牛顿第三定律（作用力与反 
作用力相等），这些力在求和时彼此相互抵消.因此可以认为，所求的作用在给 
定体积上的合力，仅仅是从围绕该体积的那部分物体对其作用力的总和.但是, 
按照前面的说明，作用在所研究体积上的这些力是通过该体积的表面而作用的， 

因此，其合力可以表示为在该体积表面每个单元上作用力的总和，即表示为沿该 
体积表面的某个积分. 


这样一来，对于物体任一部分体积，所有应力之合力 jF , dK 的每一个分量都 

町以 化为沿该体积表面的积分.由矢量分析可知，如果一个标迠是某个矢量的 
散度，那么这个标 M 在任意体积上的体积分 就可以 化为沿着那个体积表面的面 

积分. 在这里的情形，所涉及的不是标 M 积分，而是矢量积分.因此，矢量 F , 必 
定是某个二阶张量的散度，即有① • 

n d(T ik _ 


于是，作用在某体积 h 的力，可以写为沿包围该体积的闭合曲面上的—个积 
分②： 

\ F i = j ~^ dv = ( 2 . 2 ) 

张量 a , 4 称为应力 张置. 由式 （2. 2) 可见， a ,* d /* 是作用于面元（面积 单元） 
( 1/上的力在第 I’ 个坐标轴方向的分量.若在平面 xy,yz,zx 上选取面元，就会发 
现，应力张量之分量是作用在垂直于\轴的单位面积上的力在第 i 个坐标轴 
方向的分量.于是，在垂直于 x 轴的单位面积上，沿 x 轴方向作用的法线方向的 
力为 0^( 称为法向应力或正应力），沿 >.轴和 2 轴方向作用的切线方向的力分别 


① 严格说来，在确定作用于形变后物体体积上的合力逬行积分时，不应该用原来的坐标. r ，而 应该 
⑴物体 形变后 的坐标 闪此 •式 （2. 丨> 也应该对: r : 取导数 • 何坫.由于小形变时，对. Y | 取导数与对 . t : 取 
分数彼此之间的差別足高阶小畎，所以，所有的求导令都足对坐怀 七进 行的. 

② 曲元矢 ft 吖的方向沿 / f 所包阑体枳衣面的外法线方向.借助于用算子 dP . d / ax , 代换 dy ; 的方 

法可将按闭合曲面的积分化为休 枳分. ^ 1 
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为和(这两个力称为切向应力或剪应力）. 

在这里，关于力 C 7 lt d A 的符号问题必须作如下的 说明： 在式 （2. 2) 中，沿曲 
面的积分所表示的是从物体其余部分作用在被该曲面包围的体积上 的力； 相 
反，从该体积作用于包围它的表面上的力则具有相反的符号.因此，例如，从内 
部应力那方面作用于物体整个表面上的力为 

-卜 d 入 ， 

式中的积分是遍及物体表面的，而 d / 指向外法线方向. 

现在让我们来确定作用在物体某体积上的力矩.众所周知，力 F 之矩，可以 
写为二阶反称张量形式，它的分量为-匕1，其中\是力作用点的坐标 
因此，作用在体元 dK 上的力矩为（/> 4 - F kXi ) dV ，而作用在整个体积上的力 
矩为 


= jiF^-F^dV. 

像作用在任一体积上的合力一样，该合力矩也可以表示为沿体积表面的积分. 
将表达式 U . 1) 中的尸代入上式，得 

〜 = [(^ - ^,)dv= |- > 卜 

J \ dx t I J ^ x i 八 dx l dx t l 

我们注意到，在上式第二项中的导数 dx k / d Xl 构成一个单位张量，而在第一项 
里位于积分号后面的部分是某个张敏的 散度. 将该体积分化为面积分，最后 
得到： 

M, k = j(ar,,x k - cr^^dft + J ( f 7- i4 - (T ik )dV. (2.3) 


如果应力张量是对称的，即 

o- ik = ( T ki , (2.4) 

则式 （2. 3) 中的体积分就消失了（对于式 （2. 4) 这个重要结果的论证，我们将在 
本节的最后再来研 究）. 于是，张量将只表示为按表面进行积分的形式.这 
时，作用在物体某部分体积上的力矩可以简单的表示为： 


M, k = jiF ^- F^dV = j >( <^ u x k - o ~ ki x i )^ fi ' (2.5) 

在物体受各向均匀压缩的情形下，很容易写出应力张最.在这样压缩时，作 
用于物体表面每单位而积上压力的大小都是相同的，其方向处处与表面垂直并 
指向物体 内部. 如果用字母 P 表示这个压力，则作用在面元 d / 上的力为 - pd / •另 


①力 F 之矩定义为矢错积 Fxr , 两个矢敏的矢请积是一个二阶反 称张屋 ，在本书中将该张 t 写为 
分蛩形式. 


§2 应力张量 


一方面，该力又可以通过应力张量表示为 〜 dy ; •把 _ P d /] 写为 - ps lk d 乂形式 
后，我们看到，当物体受到各向均匀压缩时，应力张设具有如下 形式： 

= - pS tk f (2. 6) 

该张量所有不为零的分量，都等于这个简单的压力. 

在任意形变的一般情况下，应力张量的非对角分量也不为零.这就意味着， 
在物体内部每一个面元上作用的力，不仅有法向应力，还有切向应力.切向应力 
力图使彼此相邻的面元作平行移动. 

当平衡时，在物体的每个体元内部的应力必然相互抵消，即 F . = 0. 这样一 
来，形变物体的平衡方程将有如下 形式： 


— = 0 . 
扣 k 


(2.7) 


如果物体处在重力场中，则作用在物体每单位体积上的力（由内部应力形 
成的力）与重力 p # 之和，即 F + pg 应等于零①，其中 P 是密度②4是物体自由下 
落时的加速度矢睡，其方向竖直 向下. 在这种情形下，平衡方程具有如下 形式： 


d ( T lL 

—= 0 . ( 2 . 8 ) 

至于直接作用于物体表面上的外力（通常是引发形变的根源）将进入到平 
衡方程的边界条件中去.设/»为作用于物体表面单位面积上的外力，则作用于 
面元 d / 上的外力为 Pd / 在平衡时，它应与从物体内部的应力方面作用在同一 
仑面元 上的力 -( x 4 t dy ; 相 抵消. 这样—来，必有 


=0. 

把 d /* 写为 dy ； =心 ( 】/的形式，其中/ I 是表面外法线方向上的单位矢量，由此得 
到： 


^ ik n k =尸, • (2.9) 

该式即是处于平衡的物体在全部衣面上必须满足的条件（通常称为边界条 件）. 

现在，我们再来推导形变物体中表示应力张量平均值的公式.为此，用\ 
乘方程（2.7)，并按物体全部体积进行积分： 



dx . 




dx . 


dV 



dV 



将上式右边第一个体积分化为遍及物休 表曲的 面积分，在第二个积分里，注意到 


① 注意•这里 ，式（2.7> 以及 后面一 些地方 ，如式 （40.6) t (44.9) ,(45. 1 >等处，都提到单位体积上 
的力.要 区分两 种情形 ，一 种是由 单位体积内的应力形成的力，一 种是作 为外力 （如1 力） 作用在单位体积 
I :的力，这后者就是弹性珣论 M 常说 的休 枳力（简你沐乃 ）• ——译者注 

严格说来•当物体形变 时它的密度是会改变的.小过，在 小形变怡形下考虑这个改变•得到的足 
高阶小 敏 • 因此 ，对 我们来 说是小 取嬰的. 
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dx k / dx t =、，由此 可得： 

jxr u x k df , - (( T^dV = 0. 

将式 （2. 9) 代入第一个积分中，得 

jPiX k df = dV = V a ik , 

式中 V 是物体体积是应力张量按全部体积的平均值.利用关系式 (7, t = a ^， 
可以将上式写为对称 形式： 

^ + P k Xi)df. ( 2 . 10 ) 

这样一来，应力张量的平均值就可以直接由作用于物体上的外力来确定，而无需 
先求解平衡方程. 

现在我们返回到前面已经引用过的应力张量对称性的证明，因为它需要精 
确的表述.如果张最的反称部分（即式 （2. 3) 中体积分内的被积函数表达 

式）不仅等于零，而且，它还是一个全散度，亦即，如果 

0 

〜 〜 =2 * (pM = " ^ (2，11) 

(式中是第一对指标为反称的任意张量），则提供的物理条件（把张量表 
示为只是个沿表面的积分）将被满足.在这种情形下，最后这个张量可以通过导 
数 du ,/ dx k 表示，而在相应的应力张量中出现了位移矢量的高阶导数项.在本书 
弹性理论的叙述范围内，所有这样的项都应视为高阶小量并弃之. 

但是，本质上，从原则的观点来说，即使这些项不被忽略①，应力张量也可以 
导入对称形式.事实上，按照式 （2. 1) 确定的这个应力张量不是唯一的，即容许 
任何如下形式的 变换： 

( 2 . 12 ) 

式中;^是任意关于最后一对指标反称的张量.很明显，导数 da ^/ dx , 和 d ^^/办 4 都 
由力 F 确定，是恒等的.如果张量的反称部分具有式 （2. 11) 的形式，则非对 

称张量可以用这样的变换导出对称形式.对称张量的形式为 

〜 1 --M 

O ' ik = y (° r ^ + a ki ) + — + Vkii ). (2.13) 

实际上，根据张量关系式 

Xiki ^Xkii ^Xiik -Xiki (2. 14) 

很容易确信差 - 〜具有式 （2. 12) 的形式 （ P . C . Martin , 0. Parodi , P . S . Pers - 


①按照微观理论的一般论述，可比较第二卷 §32. 


han ，1972). 


§3 形变热力学 

现在考虑任意一个形变的物体，并假定形变是这样变化的，即位移矢量 u , 

改变—个小量如 .. 我们来确定此时由物体的应力所作的功.将力匕=如 〆 ％ 
乘以位移如,，并沿物体整个体积进行积分，则有 

[S 尺 dV = f - aik dK 

J J dx k 1 

用记号 5/? 表示在物体单位体积的应力所做的功.利用分部积分求得 

I s Rdv = 卜 - jo- ik ^-dV. 

我们考虑在无穷远处不发生形变的无限介质.将第一个积分的积分曲面引 
向无穷远处，则在该曲面上=0,因而积分消失.利用张量 a ,, 的对称性，第二 
个积分可以写为如下 形式： 

[5/?dK =~ + = 

J 2 J V Qx k J 

于是，我们得到 

SR = - cr ik 8 u ik . (3. 1 ) 

这就是用应变张量的变化来确定功 S /? 的公式. 

如果物体的形变足够小，则在引起形变的外力停止作用后，物体将恢复到最 
初的未形变状态，这样的形变称为弹性 形变. 在较大形变时，外力作用停止后并 
不能使形变完全消失， g 卩如通常说的那样，保留了某些残余形变，因而物体的状 

态与受力作用以前不同，这样的形变称为塑性形变.今后（除第四章外）我们将 
只研究弹性形变. 

另外我们假定，形变过程完成得是如此的缓慢，以致使任何瞬间在物体内部 
都来得及建立与当时外部条件相应的热力学平衡状态（实际上，这个条件几乎 
总是能够满足的）.于是，这个过程就是热力学的可逆过程了. 

我们约定，今后所有这样的热力学量，如熵 S ， 内能 e 等等，都是指对于物体 

单位体积（而不像流体力学那样是对于单位质量）的，并用相应的大写字母 
表示. 

因此，我们必须作如下 说明： 严格地说，必须区分形变前与形变后的单位体 
积 ，一 般来说这两个体积包含有不同数量的物质，今后各处（除第六 章外） ，所有 
的热力学量都是指对于未形变物体申位体积的，亦即在单位体积内所包含物质 
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的数量，在形变后可能占有某个与最初体积不相同的体积.因此，例如物体的全 
部能 M 往往是按物体未形变的体积对 e 进行积分得到的. 

内能无限小的变化 di 等于物体内所给单位体积得到的热量与应力所做的 
功 d /? 之差.在可逆过程中，热量等于 rds , 这里 r 表示温度.因而 de = rds - d / e . 
由式 （3. 1) 引人 d /?， 我们得到 

de -T dS + cr, k du ik . (3. 2 ) 

这就是对于形变物体的基本热力学关系式. 

在各向均匀压缩时，由式 (2.6) 可知，应力张量 - pS ik . 在这种情形下，有 

(r.kdu^ = -pS lk du ik = -pdu a . 

但是，我们已经看到（见式（1.6))，求和公式表示形变时体积的相对变化.如 
果研究的是单位体积，则~自然是这个单位体积的变化•而就是这个体积 

变化的体元 dV \ 这时，热力学关系式即变为通常的 形式： 

ds = TdS-pdV. (3.2 a ) 

若用物体的自由能 F = e-TS 代换内能 r 则关系式 （3. 2) 即可改写为 

dF = -SdT^(T ik du ik . (3.3) 

最后，把物体 的热力学势少 定义为 

(p = £ - TS - cr^u^ - F - (3.4) 

该式即是通常表达式少 = e - rs +/> v ①的推广 • 将式 （3.4) 代人 （3.3) 得 

d(p = - SdT - u lk d(r tk . (3.5) 

式 （3.2) 和 （3.3) 中的独立变量分别是 S ， 心和 T,u ik . 应力张量的分量， 
可以分别在熵 S 或温度 r 不变的情况下由£或 F 对应变张量的分量取导数得 
到： 


^ = Os = ©/ 

类似的，将势少对应力分量取导数，即得形变分量 



(3.6) 


(3.7) 


§ 4 胡克定律 

为了使普遍的热力学关系有可能应用于任何形变的具体情形中， f 必须把 

①在受到各向均匀压缩时，表达式 （3. 4> 变为 

(p = F + pu “ : F + p(V - V 0 ) ， 

式中 V -、为由形变引起的体积 变化. 由此可见，我们这里所采用的 少的定 义与通常热力学所采用的定 
义 0 = 的区别只是多了 - P V 0 这一项 • 



胡克定律 


物体的自由能表达式 F 作为应变张量的函数.利用小形变并适当地把自由能展 
幵为、的幂级数，就很容易得到上述的表达式.在这里，我们暂且只研究各向 
同性物体，关于晶体的相应表达式，将在后面的§ 10中给出. 

现在考虑处于某 一（ 沿物体不变 ） 温度下的形变物体，我 ] 认为： 在同一温 
度下（这个限制的必要性，是因为热膨胀.详见§6)，当不存在外力时，物体处于 
未形变状态.这时，当〜 =() 时，同样应力也不应该存在，即必须有 or iA =0. 因为 
〜…，所以，在将 F 按〜的幂级数展开时，应没有线性项. 

其次，因为自由能是标量，所以在 F 展开式屮的每一项也必须是标釐.由对 
称张量的分量心能够组成两个独立的二次幂标量.可以选取对角分量的平方 
和 <以及张量所有分量 〜的 平方和 <作为这两个标 M . 因此，将 F 展开为〜 
的幂级数时，我们就得到精确到二次项的表 达式： 

F (4. 1) 


这就是形变后各向 N 性物体自由能的一般表达式.其中 A 和/ X 称为拉梅常置. 

在§1中我们已经看到，物体形变时体积的变化由 和式^ 确定.如果这个 
和式等于零，那就是说，在形变时物体体枳保持不变，时改变的只是它的形状. 
这种不改变体积的形变称为纯剪形变. 

相反的情况是改变体积而不改变形状的形变.在这种形变时，物体的每一 
个体元都保持原来的形状.由§ 1得知，这样形变的应变张量都 具有& = const • S ik 
的形式，称为各向均匀压缩. 

任何形变都可以表示为纯剪形变和各向均匀压缩形变之和，为此，只需写出 
恒 等式： 

u ik = ( u a - +〜“〃)+ +5 i 4 u ". (4. 2) 

显然，右边第一项是纯剪形变，因为它的对角线项之和等于零（注意 ，5 U . =3)，而 
第二项与各向均匀压缩形变有关. 


作为各向同性物体形变自由能的一般表达式，有时写为另外一种形式来代 
替式 （4. 1) 更为方便，这就是将仟意形变分解为上面所说的纯剪形变和各向均 
匀压缩形变，即选取相当于式 （4. 2) 屮的第一项和第二项组成的平方和，作为式 
(4. 1) 中两个独立二次牾的标量.这样， F 将具有如下形 式①： 



(4.3) 


①常数项匕为物体未形变时的 n 由能.以后对我们+感兴趣. w 此，为了简便起见，我们总是省略 


它.这就是说在 F 面只有一个对我们感兴趣的形变由能.就是通常所说的弹性自由能. 
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其中& 和 / x 分别称为各向均匀压缩模置（或体积 模量） 和剪切模置. / c 与拉梅常 
量的关系为 


2 

藿= A + — fji . (4. 4) 

众所周知，在热力学的平衡状态中，自由能取极小值.如果在物体上没有作 
用任何外力，/^作为心的函数，在 a, k =0时，应取极 小值. 这就意味着，二次型公 
式 （4.3) 必然为正.如果选 取张董 吆使 a ,, =0,则式 （4. 3) 中只剩下了第 一项; 
如果选取张量为 u lk = const - 心形式，则式 （4.3) 中只剩下了第二项.由此得出， 
系数尺和从的每一个都为正数，是公式 （4. 3) 为正的必要条件（显然，也是充分 
条件）. 

这样一来，我们就得到体积模量和剪切模量永远为正数的结果，即 

尺 >0， fj .>0 (4.5) 

现在，利用热力学一般关系式 （3. 6)，并借以确定应力张量.为了计算导数 
我们写出全微分 dF (在恒温下），有 


d /*’ = Ku u du n + 2弘( 


u it ~ ~2~ u u^ik^ 


在第二项中 ，用心 乘第一个括号即得零，因此，剩下的是 


dF = Kundu,, + 2 //,| 


U U^ik 1 


或者，把 d 〜写为 〜的形式，则有 


dF 


由此，对于应力张量，有 


^ U ll^ik + U ik 


j 


da ,,.. 


= Ku“S ik +2/jL^u ik - 了 5 决兮 (4. 6) 

该式就是对于各向同性物体通过应变张量确定应力张置的表达式.由上式可 
见，如果形变是纯剪或纯各向均匀压缩，则 (7, ，和 〜之间的关系仅由一个剪切模 
量或一个体积模量确定. 

不难求得相反的公式，即用 tr ,, 表示 〜的关 系式.为此，我们求出对角线项 
之和 ov 因为对于式 （4.6) 的第二项这个和化为零，所以〜=3欠、，或 



(4.7) 


将该式代入式（4.6)，并由此确定 U &， 得 

Uik = 七‘* 0 '" + 忐卜 - Y 8ik(ru ) * 

依此式即可由应力张最求出应变张量. 


(4.8) 


等式 （4. 7) 指出，在各向同性物体的任何形变中，体积的相对 变化& 仅仅依 
赖于应力张量对角分量之和并且、和〜两者之间的关系仅取决于体积模 
量.在物体各向（均匀）压缩时，应力张量具有 cr ,,= 形式，所以在这种情况 

下，由式 （4.7) 有 


T 


(4.9) 


因为小形变，、和 p 都是小量，故而可以把体积相对变化与压力的比〜 / P 写为 
微分形式，于是 


\^ldV 

V\^p 


L’ 


式中的 i /尺 称为各向均匀压缩率（简称压缩率或压缩系 数）. 

由式 （4.8) 可见，应变张量〜是应力张量的线性函数.换句话说，形变 
与施加于物体上的力成正比.这个对于小形变存在的定律称为胡克定律 

我们再引入一个形变物体自由能表达式的有用公式，这可由 F 是应变张量 
的二次型而直接获得.根据欧拉定理，有 


dF 

du :L 


由此可见， dF / du & =〜，故 


(4. 10) 


如果在这个公式中，将〜代以分量的线性组合表达式，则弹性能即可表 
示为的二次函数.再次应用欧拉定理，即得 


dF 


2F, 


将该式与 （4. 10) 比较可得 


dF 

da：i 


(4. 11) 


但是必须强调指出，公式= dF / d 〜是热力学的一般关系式，而反表示的公式 
(4. 11)，其正确性与满足胡克定律有关. • 

§5均匀形变 

让我们来研究几个最简单的均匀形变，即沿物体整个体积的应变张量都是 


①事实上，胡究定律适用于一切弹性 形变. 问题在于，当形变小到这种程度，以致胡克定律还有足 
够好的近似时，形变本身通常已经不再属于弹性形变了（橡皮类型的物体除 外）. 
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第一章弹性理论的基本方程 


常量的形变从作为均匀形变的例子，如我们已经研究过的各向均匀压缩便是. 

现在来研究杆的所谓简单拉伸（或压缩）.设杆沿2轴放置，在两端施加方 
向相反的拉力.均匀的作用于杆件的端表面 h ,设/，为单位表面上作用的力. 

N 为足均匀形变，即、沿畚整个物体是不变的，故成力张量同样也是+ 
变的.所以 ut 以 a 接由边界条件 (2. 9 ) 确定.在杆的侧表面上不存在外力， 
间而 CT„,n k =0. 由于在侧及而上 笮位 矢填 /! 乖宵于 Z 轴，即只有分量 n ， ， n 、 ，故由 
此吋以得出 ：在〜 的所打分镦中，除 r ^之外， 其余的 全部等于零.在杆的端 
衣曲'上， ar.,n, = />，所以 cr :: = / J . 

由联系应变张 i ： 和应力张量的一般表达式 （4.8) 可知，张量〜中，所冇 i^k 
的分量都等于零.对于其余的分量，可求得 

卜 a - = y(i v) p * ( 5 ." 

分量^确定扦沿着轴的相对伸长.在/>前边的系数称为拉伸系数，而它 
的倒数称为拉伸模量（或杨氏模置）， id 为 I 于是冇 


(5-2) 




- 3 ^ 


(5.3) 


由分 M ： %和 、，确 定杆的横向相对压缩.而横向压缩与纵向拉伸的比称为泊松 
系数 （ 或泊松比），记为 o ■②，于是有 

:= n (5.4) 

式中 

1 3K-2fl yr ^\ 

( 5 . 5) 

因为 A 与 M 总是正的，故对于不同的材料，泊松比只能在 -1( 在尺=0时）到1/2 
(在 / x =0 时）之间变化③.于是 


(],• W 为通过总共3个浊、>:闲数（即矢 W II 的3个分 M ) 的导数来表示张镦 “的 6 个不同分鼠（见 
§7 > J 题9)，所以作为坐标闲数的应殳张緻的分％ +令足独 仏的 问是，原则卜.能够用任葸方式给出 
“的6个尚定的 M . 

(2) 用 a 表示泊松系数，而用^ 4 表示应乃张摄的分 S , 这不会引起误解，因为与前面的泊松系数不 
同，后曲的成力张褚符5总是带有指标的. 

③唞实上.泊松系数只到1/2的范围内变化，这足 W 为，迕到现在为止，还未发现 a <0,亦即 
在纵向拉伸时变序 r 的物体.我们 M 样指出，不等式 a >0 与 A >0 足符合的.换句话说，这两项的值不仅 
在发达式 （4.3) 中总是十:的，/ I :式 <4. 1) 中，也总是 iK 的，虽然这并不足热力学要求的 . cr 的值接近于1/2 
(例如橡皮）符合于抑切投 ft 远小于压缩模 M 的 悄形. 


§ 5 均匀形变 
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最后，在杆件拉伸时，其体积的相对增加等于 


(5.6) 


it 


P_ 

K 


( 5 . 7 ) 


利用公式 （4. 10) 可以直接写出拉伸杆的自由能，因为不为零的分量只有 a 。， 故 

1 2 
一 P 


^ = 2E 


(5.8) 


以后，我们通常用£:和 a 代替模 域&和 / x ， 而第二个拉梅常量 A 同样可以 
通过£和0■表示，这些公式为 

Ea E E 


A 


(1-2( t )(1+ oO ’ M 2( l +(7)’ “—3(1 - 2 W 

在这1，我们用系数 E 和表示上一节写出的几个一般公式.自由能 公式: 

r E 

厂= 571 - u 

4 :( 1 + (7 

用应变张量表示应力张量的 公式： 

E 


K 


(5.9) 


2 

ik 


cr 


tk 


U 


a 


ik 


相反的公 式: 


u 


ik 


E 


(T _l\ 

1 -2(/"). 

(5. 10) 

-2o- Ull8ik \ 

(5. 11) 

t 一 (T(T H 8 ik ]. 

(5. 12) 


由于公式 （5. 11 ) 和 （5. 12 ) 经常要用到，这里为方便起见，把它们用分量形式写 
出 如下： 

£ 

2^)[ ( 1 一 + ^( U yy + ^J ] ， 


(T 


a 


rr 


a 


21 


(T 


(1 + cr) ( 1 

E 

-2cr) 

(1 +(r)(\ 

-2a) 

_ E 

(1 + cr) (1 

-2cr) 

E 

矽 _ 1 + 广 ” 

• 


E 


E 


u 


cr 


a 


(T 


a 




(5. 13) 


而相反的 公式: 


u xx = y[ o^ xx -<r{a yy , 


u rr =y[^rr 一 + L ) 】， 


u 


E 


一 +(7 Vr )] ， 
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第一章弹性理论的基本方程 



1 + (T 




1 + (T 



E 




1 + CT 



(5. 14) 


现在我们来研究杆的 压缩. 假设杆的侧面是固定的，以致它的横截面尺寸 
不能改变.使杆件产生压缩的外力，是加于杆的两端并沿其长度方向作用的力. 
这里，我们仍然选取长度方向作为 z 轴.这样的形变称为单向 压缩. 由于杆件只 
能沿其 z 轴形变，故而在〜的所有分量中，不为零的分最只 有、. 由式 （5. 13), 


现在我们有 

Ea 一 _ E{ 1 - a) 

a ^ =(r yy = ( \ +0 -)(l -2a) UaJ ^ = (1 +o-)(l -2a) U 

仍然用 /> 表示压缩力 = p ，在压缩时 P 取负值），则有 

11 + or |( 1 

u « = 叩- ㈧ ― 1 " 

在 P 前面的系数称为单向压缩系数.而横向应力为 


(5. 15) 


最后，杆的自由能为 




r. 2 ( 1 + f) ( 1 - 2(7) 

F=P 2E(l-a)~ 


(5. 16) 


(5. 17) 


§6有温度变化的形变 

现在来研究伴随物体有温度变化而发生的形变，温度发生变化可能是由于 
形变过程本身，也可能是外部原因. 

我们将物体在没有外力作用并给定某温度 R 时的状态作为未形变状态. 

如果物体处于与7；不同的温度 r ，一 般来说，即便是没有外力作用，物体也将因 

存在热膨胀而发生形变.因为在自由能厂（7)的展开式中，不仅包含应变张量的 

平方项，还有其线 性项. 由二阶张量的分量〜总共只能组成一个线性标量，即 

它的对角分量之 和〜. 其次我们假定，伴随形变发生的温度变化 T-T 0 很小 • 

因此可以认为 ，在厂 的展开式中，、前面的系数与温差 r - r 。 成正比（当 T = T 0 

时，该项为零）.这就意味着，对于自由能可以得到下面的公式（代替式 （4.3)) : 

2 

F( T) = F q (T) - Ka( T - T 0 )u n u ik + (6.1) 

式中已将 T-T 0 前面的系数写成了 -Ka 的形式.在这里，应认为 A,a 是常 
量.如果考虑它们依赖于温度的关系，则将引进高阶 小量. 

将 F 对〜求导，即得到应力张量，我们有 

= - Ka( T - T 0 )S ik + Ku„8 ik +2fi^u ik - -y-5 iA u u j. 


( 6 . 2 ) 




§6 有温度变化的形变 
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这里的第一项是与物体温度变化有关的附加应力，当物体自由热膨胀时（在没 
有外力情形下），应该没有内应力.置 <7 , A =0,即求出〜，它具有 const . 、形式， 
并且 

u u =^a(T -T 0 ). (6.3) 

但&是形变时体积的相对变化，因此《不是别的，正是物体的热膨胀系数. 

在各种（热力学意义上的）不同类型的形变中，最重要的是等温形变和绝热 
形变_在等温形变时，物体的温度是不变化的.据此，在式（6」）中，应置 r = r Q ， 
即回到了通常的公式.系数 A ： 和 m 也因此称为等温 模置. 

在绝热形变时，物体不同部分之间，当然还有物体跟周围介质之间，都不发 
生热交换，这时，熵 S 仍然是常量.众所周知，熵等于自由能对温度的导数 - dF / 
叮. 对式 （6. 1) 求导，即得精确到心的一阶精度的关 系式： 

S(T) =S 0 (T) + Kau u . 

令该式等于常 M ， 便可以确定形变时温度的变化，它与~成 正比： 

yr( T -T q ) = - Kau ir 

将该表达式代入式 （6. 2) ，即得到 a ,* 通常形式的表 达式： 

U ^ nd u ii^ik + u ik — 了 

该式同样带有剪切模量，但还带有另外一个模量，即绝热体积模量.绝热模量 
与通常的等温模量尺的关系可以直接通过如下的一般热力学公式 求出： 


(6.4) 

(6.5) 

( 6 . 6 ) 


/a = /a 

\ dp)s \ dp) T C p \ dT )； 

式中 C p 是在压力不变时相对于物体单位体积的热容董.如果把 K 理解为形变 
前物体单位体积包含的材料所占有的体积，则导数 dV / dp 分别给出加 
热时与压缩时体积的相对变化.换句话说 



这样一来，就得到了绝热模量和等温模量之间的关 系①: 



对于绝热拉伸模量和绝热泊松系数很容易求出如下 关系: 


(6.7) 


①为了从式 （6.5), ( 6 . 6) 中得到这些公式，还必须利用熟知的热力学公式。= 7^1 
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第一章弹性理论的基本方程 


E E a ^ ETa 2 /(9 C p ) 

ad = 1 -£ Ta 2 /(9 C p ) ’ 〜 = 1 - ETa /(9 C p ) 

实际上，值 EraVC ; 通常是很小的，因此可以足够精确地 写为: 



2 


E + E 2 


9 C 


p 




= t 7 + (l + a ) E 


Ta 2 


在等温形变时，应力张量表示为自由能的导数 形式: 


a 





在熵是常量时，应该写为（见式 （3. 6)): 


( 6 . 8 ) 


(6.9) 



式中 e 是内能 • 因此，在绝热形变时，类似于 （4. 3) 的表达式，确定的不是自由 
能，而只是普通的物体单位体积的内能： 



( 6 . 10 ) 


§7各向同性物体的平衡方程 

现在来推导各向同性固体的平衡方程.为此，必须将应力张量表达式 
(5.11) 代入一般方程 （2.8): 


dx 


+ pgi =0. 


我们有 


dcr 


Ea 


dcr 


E du 


dx k ( 1 + 0-)(1 -2 a ) dx i 1 + cr dx k 


再将 


( 


du ； du 


2 \ dx k dx 

E 


j 代入上式，即得到如下形式的平衡 方程: 


d 


E 


d 


2( 1 + a ) dx ： 2(1 + t 7 )(l -2 o 0 dx t dx 




0 . 


(7. 1) 


这些方程，可以很方便地改写为矢量 形式. 在这些符号中， 办〗 是矢敏 V 2 « 

的分量，而 du / dx,^W - u. 这样一来，平衡方程即可表示为 

1 _ 2 ( 1 + a) 


V 


▽ ▽ • w = — 


1 - 2a ，- a E 

有时将这个方程写为某种其它形式更为方便，利用熟知的矢量分析公式 

▽ ▽ • || = v 2 w + V x V XM, 


(7.2) 


则式 （7.2) 具有如下 形式: 


§7 各向同性物体的平衡方程 
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VV 


27T^) V 


V 



+ ( 7)(1 - 2a) 
E( \ -a )~~ 


(7.3) 


我们写出在均匀重力场中的平衡方程，是考虑到在弹性理论中，重力是最常 
见的体积力（简称体力）.在任意体力的情况下，方程式右边的矢量 pg 可以用其 
它相应的体力密度代替. 


最重要的情形，形变不是由体力引起的，而是由附加于物体表面上的力而引 
起的.这时，平衡方程记为 


(1 -2 o -) V 2 « + VV • u =0, (7.4) 

另一种形式，为 

2(1 - o-)VV • m - (1 - 2< r ) V xV Xu =0. (7.5) 

外力只能通过边界条件的方式而进人解中. 

对于方程 （7. 4) 应用散度算子，并记住7 • V = V 2 , 则得 

V 2 V • u =0, (7.6) 

即^ • M (形变时确定体积变化的量）是调和函数.对方程 （7.4) 应用拉普拉斯算 
子 V 2 ,即得到 

V 2 V 2 u =0 f (7.7) 

亦即在平衡时，位移矢量满足重调和方程.这个结果在均匀重力场时有效（因为 
在进行微分运算时，方程 （7. 2) 的右端项消失）.但是，在体力沿物体变化的一 
般情形下，这些结果就不正确了. 

位移矢量满足重调和方程这一事实，并不意味着平衡方程（在没有体积力 
时）的一般积分是任意重调和矢量的函数.必须记住，函数*/(〜7, 2 )实际上还 
必须满足更低阶的微分方程 （7. 4). 同时，平衡方程的一般积分可以通过任意重 
调和矢量的导数表示（见习题 10). 

如果物体非均匀加热，则在平衡方程中必须增加附加项，在应力张量中必 
须考虑 r - 7；)5, 4 项（见式 （6. 2) )• 而在 da ^/ dx , 中相应的出现下面一 
项： 


_ 8 T _ Ect dT 

a dx i 3(1 -2 cr ) dx - 

最后得到如下形式的平衡 方程： 

~ 3 >Vi~ 2<7 ? VxVxi<=a V T ' (7.8) 

1+(7 2(1 + or ) 

现在来谈谈平面形变的特殊情形.在这种情形下，在整个物体内，位移矢量 
的一个分量等于零 （ U , =0) ，而 u t , u y 仅仅与 有关. 这时，应变张量的分量 
〜， %恒等于零，应力张量的分量也同时为零（但是，纵向应力不 
为零，它的存在能够保证物体沿 2 轴方向的长度不变）. 
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第一章弹性理论的基本方程 


因为所有的量都与坐标2无关，所以平衡方程（无体力时）=0,在 
现在的情形下，归结为如下两个 方程： 


dcr “ d(T 


dx dy 


0, 


dcr 


yy 


dx dy 


0. 


(7.9) 


能满足上述这些方程的函数 


的最一般形式是 



立 

dxdy 


yy 




( 7 - 10 ) 


式中的; r 是 ty 的任意函数.不难求岀这个函数所应该满足的方程，这样的方 
程是肯定存在的，因为实际上这三个量 o \ x ， cr , y ， or yy ，总可以通过两个量来 
表示，因此这三个 S 并不是相互独立的.借助于公式 （5. 13)，对于平面形变我们 
求得 

E , 、 


yy 


( 1 +(j)(l -2a) 


但是 


du. du 


yy 


=V 


▽ 2 at，s a, - a r 
是个调和函数，我们就可以断定，函数; T 满足如下 


而根据公式 （7.6 ),V • I 
方程： 

V 2 V 2 ^=0 f (7. 11) 

亦即;^是个重调和函数.函数 Y 称为应力 函数. 在求解平面问题并找到函数;^ 

之后，纵向应力即可直接按如下公式 求出： 

aE 


zz 


( 1 + cr) ( 1 - 2a) 


+ U yy ) =0*(^ 


yy 


或 


▽Y 

题 


zz 


习 


(7.12) 


习题 1 试确定重力场中竖直放置的长杆（长度 Z ) 的形变 • 

解：取 z 轴沿杆轴的方向，而 xy 平面置于杆下端的基础平 面上. 平衡方程 

da yi da zi 

-=——“ = 0 ， — = pg. 

dXt dx i dx i ' :丄产 k 

在杆的侧表面上，除0^外，(7, 4 的所有分量都变为零，而在上端（2 =〖），0^ 
O -. =(7 =0. 使这些条件满足后，即得到平衡方程的解： 


a 


一 网（/ 一之）， 




各向同性物体的平衡方程 
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而其余的所有分量： =0. 由〜确定 u iik 的 公式： 

(T , . 、 pg{ I 一 Z) 八 

^- pg ( l - z ) f — , ^ = ^« = ^ v , =0. 

由此积分便得到位移矢量的 分量： 

-^Pg( l 一之 ) 叉 , 

U y 茗“ 


u , = -器1’ 2 - (’猶 :) 2 - o ■(戈 2 + y 2 ) [• 

“：的表达式仅仅在杆件下表面的一个点上满足 u : =0 的边界条件.因此，所得 
到的解在杆件下端面附近是不适用的. 

习题 2试确定空心球 （ 内和外半径分别为尺 ，和 尺 2 )的形变，在球的内部 
作用压力 p ,, 在球的外面作用压力仏. 

解••引入球坐标，原点取在 球心. 各处《的方向都是沿着半径的，而且只是 r 
的函数 • 因此， ▽ xm =0,而方程 （7.5) 化为 

VV • U =0. 

于是 




€j 

a ^ l \ +(T )(\ - 


-七 + 2 〜] 

1 - Zcr I + a 



常数 a 和6由边界条件确定.边界条件：当 r = R 、 时， cr 〃= - p 。 当 r =：/ f 2 时， 
( T ”： - p 2 . 由此得到 


a _ Pi R \ ^Pi R \ \ -2or , - Pi) l+o- 

R \- R ] 厂， = ~" Rl^Rl 2£~* 

如在球的内部作用压力 A =： P ， 而在外部 p 2 =0时，沿着球厚度的应力分布 
由如下公式给出： 



第一章弹性理论的基本方程 


吋于厚度 A =/? 2 <</?的薄球壳，则有近似 公式: 


pR 2 ( \ - a) 
^ 2Eh 


_ 一 — — P 

一 五 ’ arr 一 2 


( ov 为径向应力沿薄壳厚度上的平均值 ）• 

对于具有球腔（半径为幻的无限弹性介质，在承受各向均匀压缩时的应力 
分布，可置尺， - R , R 2 = 00 ，/ >i =0, p 2 = p 得出： 


3卜 


( 1+ 钭 


在球腔的边界上，与球腔相切方向的正应力= cr ^ = -3 p /2, 即已超出无限远 
处的 压力. 

习题 3 试确定实心球（半径/0在自身引力场作用下的形变. 

解： 在球体单位质量上作用的引力等于-炉*/尺，将该式代入方程 （7. 3)， 替 

换式中的 g ， 即得如下的径向位移方程： 

£( 1 -a) d / 1 d(r 2 u)\ 丄 
(1 +ct)(1-2(t) dr\ r 2 dr j ^ R 

利用在 r =0 时解的有限性，并满足 r = /? 时〜=0的条件，求得的解为 


R{ 1 -2cr) ( 1 + op 3-tr 
\0E( \ - or) . 1 + cr 


r 


注意，在半径为 / f [(3 - C 7 )/3(1 + a ) ] 1/2 的球面的里边，材料是受压缩的 
( u rr <0),而在该球面 的外边 ，材料是受拉伸的（吣 >0). 在球心的压力等于： 


10(1 -a) 


gpR. 


习题4 试确定空心圆柱形管的形变 （ 内外半径分别 为尺， 和尺 2 ),在管的 
内部作用压力 p , 管的外部没有压力作用① • 

解：引入柱坐标，取圆柱形管的中心轴为 2 轴.当沿着圆柱形管施加均匀压 
力时，形变是单纯的径向位移 〜= u ( r ). 类似于习题2,现在是 


V • II 


d( nx) 


const = 2a. 


由此 


a = ar + 一 • 


应 变张量不为零的分量（见式 a 8)) 有 


da 

U - = d ； = a 




a + 


①在习题 4,5.7 中.都是假设闽柱体保持固定长度， W 此不存在纵向形变 • 



各向同性物体的平衡方程 
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由 r = 时 o* rr = 0和 r =尺|时 cr rr = -/，的条件求罚 

P R ] (1 +0-)(1 一 2 a ) t 

a "« rr ^ e ， b= ' 

沿圆柱形管壁厚度的应力分布，得出如下 公式： 

p R ] ( . R l\ 一 pR 

〜- - 外 = ^ /?： 


P 的条件求得 

-2a) L P 尺 1+(7 
- ， f >= ―； T --— 

/? -/? E 


o -.. = 2 a 


pR 


一 

习题 5 试确定环绕自身轴匀速旋转的圆柱体的形变. 

解••以离心力 pfi 2 r ( 17为角速度 ） 代替重力写入式 （ 7. 3 ) 中，则得到在圆柱坐 
标系中位移 a 、 = u ( r ) 的 方程： 

尺 （ I 一 oQ H / J _ d ( nx ) \ — , 

(1 + 0-)(1 -2 a ) d ^ l 7 _ d 7 _ ) = ~ par ' 

利用在 r =0 时解的有限性，并满足 r = /?时 rTV 二0的条件，得 到解： 

“ = g ^ i ^ r{(3 _ w2 _ r2] 

习题 6 试确定非均匀加热的球体温度桉球对称分布时的形变. 

解 ：在球 坐标中，单纯径向形变时，方程 （7. 8) 可写为 

ci / 1 d ( r 2 ti )\ _ 1 +ct AT 

dr \ r ~ dr j ^ 3 ( 1 - rr ) dr 

利用在 r =0 时解的有限性，并满足 r = 尺时 rr f , =0的条件即可得 到解： 


[( 3 -2 cr ) R 2 - r 2 ]. 


dr 


3(1 - O-) Ir Jo 1 + a R 3 Jo 

温度 ru ) 是这样计算的，即把均匀加热球体的温度作为未形变时的起始温度. 
在这里，选取球体外表面的温度作为这个起始温度，因此 T ( R ) = o . 

习题 7 同习题 6, 试确定具有轴对称温度分布的非均勾加热圆柱体的 

形变. 

解： 在柱坐标系中，用类似的方法可 求得： 


2(1 -2(7、 


1 

+ ^ f 1 r 

3(1 

-^)1 r J ( 


( 1 - 2 <t ) 7^( r ) rdr •. 


习题 8 试确定无限弹性介质的 形变. 给定的温度 分布： ru , y , 2 ); 在无限 
远处溫度趋于常数值7；，而且此处介质没有形变 • 

解 ：方程 （7. 8) 有一个明显的解，在这个解中 

▽ x «=0, ▽ •… - / j . 
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第一章弹性理论的基本方程 


由矢量分析可知，若矢量 K 的散度等于定义于整个空间却在无限远处化为零的 
给定函数，并且该矢量的旋度恒为零，则它可写为如下形式： 


u ( x , y y z ) 


=一 


4 tt 


▽j “ ， 


式中 r 2 =(r -^)2 + ( y — +(2 -/) 2 .由此得到该问题的一般解 形式: 


U 


_ g( 1 ^ a) 
12 tt ( ] - a ) 



r - t 0 


dV " 



♦ 



式中 V ^ T { x \ y \ z f ). 

如果在无限介质的很小一部分体积 （ 取在坐标原点）中给定某有限热量7， 
则温度分布可以写为 （ C 为介质的热容 量）： 


T-T 0 =-^8(x)S(y)8(z) y 

式中5是5 -函數.这时，公式 （1) 中右边的积分等于 q / Cr ，而位移矢量由下式 
给出： 

g( 1 ^a)q _r_ 

U = 12 tt (1 - a)C 

习题 9 试导出用应力张量分量表示的（无体力时）各向同性物体的平衡 


方程. 

解 ：待求 的方程组除了包括三个平衡方程 


8 cr tk 

cix k 




外，同时还包括一些其它的方程，这是基于六个不同的应变分量〜不是独立的 
量的事实.为了导出这些方程，首先写出应变分量应满足的一组微分关系 
式.显而易见 


u ik 




恒满足关系式 

d Z u ik d 2 u tm d 2 u it d‘u u 

-- - + ~ + 一；" ~ • 

dx,dx m dx‘dx k dx k dx ni dXfdX/ 

这里总共有六个不同的关系式（分别对应于 i 九 1 ， m •• 1122,1133,2233，1123， 

2213,3312) ，我们保留所有这些关系，将上面的张量等式按指标/，爪缩并可得 

一 d z u u d^'ua d 2 u ki 。、 

1 dx t dx k dx l dx J dx^Xf 

根据式 （5. 12), 将用 cr ik 表示的 〜代 入上式，并顾及到式（丨），则得到所要求 


的方程: 


各向同性物体的平衡方程 


• 25 • 


(1 + cr ) S 7 2 cr ik 

这些方程在物体具有常体力时仍成立. 
按指标/，&对方程式 （3) 缩并，得到 


Sx ( dx k 


(3) 


▽V"=o ， 

即是调和 函数. 现在，对方程 （3) 作用算子 V 2 ,則得到 


V 2 V 2 a ik =0, 

即分量是重调和函数.其实，由于和心之间的线性关系，这些结论也可以 
直接由式 （7.6) 和 （7.7) 得到. 


习题10 试用任意的重调和矢量，表示 （ 无体力时）平衡方程的一般积分 
( 伽辽金 （ B . r . ra ^ epKHH ) , 1930). 

解 ：寻求 方程式 （7. 4) 的解，自然是下面的形式： 


II = V 2 f + A 

因此， ▽ • w = ( 1 + /!)▽ • V 2 /将其代入式 （7. 4) ，得到 

(1 - ▽ 2 /+[2(l + 1]V(V • V 2 /) =0. 

由此可见，如果/是任意的重调和矢量，即满足 



« = ~ V vv 

2 ( 1 - crj w 

习题 11 试用应力函数的导数形式 （ 用极坐标表示平面形变时的应 
力分量 ( T rr , CT ^ % ( T rif . 

解 ：由于未知的表达式不依赖于极角屮初始值的选择，所以，式中不会以显 
式的形式包含它.因此，可以应用下述 方法： 将式 （7. 10) 中关于笛卡儿坐标的 
争数代换为关于变量 r , p 的导数 • 注意到，当屮二 0( 角 p 从 a : 轴算起）时，有 




这样一来，就 得到： 





习题 12 试确定带有球形空腔的无限弹性介质在无限远处承受均匀形变 
时的应力分布. 


解 ： 一般的均匀形变可以表示为各向均匀拉伸（或压缩）和均匀剪切的叠 
知.各向均匀拉伸（或压缩）已在习题2中研究过了，这样，只需研究均匀剪切形 
变就够了. 

设0^"为均勾应 力场. 在没有空腔时，它存在于整个空 间内. 在纯剪时, 
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第一韋弹性理论的基本方程 


O -； ( 0) =0,相应的位移矢量用 M ⑼表示 ，并将未知的解表示为 W =«' 0> +« (1> ，其中 

11 ( "为受空腔制约的函数，在无限远处 为零. 

重调和方程的每一个解，都可以写为中心对称解及其对坐标的各阶导数之 
线性组合.相互独立的中心对称解是 r 2 ,r,l/r,l. 因此，重调和矢量 M ( "的最 一 
般形式，仅仅取决于作为参量的常值张量 A ( *° : 的分量，而且在无限远处趋近于 

零，于是有 


U ： 




(0) d 1 | ⑼ 旮 1 • 广一( 0 ) 8 


3 


Sx 


k 




+ Ccr ：； 


dx t dx k dx t 


( 1 ) 


将该式代入方程 （7.4)， 得 


2 




Q du 


dx] c)x i 


[2(1 -2a)C + (A+2C)]a k ) 


(0) 


a 


dx l dx k 8x l r 


0. 


由此 

A = -4 C ( 1 - ( J ). 

在常数中间，由空腔的边界条件还可以得到两个关系：即当 r = /? 时 

( crT O*=0 

( R 为空腔半径，坐标原点选在空腔中心；《为 r 方向的单位矢量）.借助于式 

(1 ), 经过十分冗长的计算，即可导出下面的值： 

D CR 2 r 5/? 3 (1 + tr ) 


2E{1 -5aY 


应力分布的最后表达式，记为 


(T 


tk 


crT 


5(1 -2a)l R\ 


R 


5 


7 -5rr 


+ 


15 / R 


7 -5a 
15 


CT 


( 


R 


7 _5tr 


(a i l t )) n k n l + cr [ k ^ njn^ + 


+ 


(0) 


R \' 


+ 


+ 


2(7 -5a) 
15 

2(7 -5a) 


H 


+ 7 


R 


2 


/?\ 3 


H 


2a 


(寻 


2 


n l n m n i n k 


L n i n m 


为了求得任意（而不是纯剪）的 〆 a (>> 的应力分布，必须用 〆 广 - i 0*1,°) 代 
替 O ^ 0> ，并增加适合于在无限远处均勾形变的表达式 （ 比较习题 2 ): 


cr\r 


8 lk 


在这里，我们对于空腔边界上的应力写出在一般情形下得到的 结果： 

(T ik = 15 g - 1 (1 - cr) ( (t\^ - O"!/ 01 - (T l/ 01 M/^i) + o-\l ] n t n m n k n k - 

7 - jcr 



以平面为边界之弹性介质的平衡 
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(0) c - 1 (o) / c v [ 

一 ^ lm + -- )0 cr lt ( 8 lk - n.nj [. 

在孔边附近的应力极大的超过了无限远处的应力，并且这个应力的增加具 

有明显的局部特性，即随着距离的增加应力迅速地衰减（这样的特性称为孔边 

应力集中）.例如，如果介质承受单一的均匀拉伸（只有^:不为零），则最大应 

力将出现在空腔的赤道处，并且在这里 

27 - 15a* (0) 

= 2(7 -5(7)°^ • 

§8以平面为边界之弹性介质的平衡 


现在来研究充满半无限空间的弹性介质，亦即限制于无限平面一侧的弹性 
介质.我们来确定在附加于介质自由表面 h 的力的作用下介质的形 变①. 这些 
力的分布只需满足一个条件：它们在无限远处必须为零，以使在无限远处不发 
生形变.在这样的情形下，平衡方程可以有一般形式的积分（布希涅斯克 （ J . 
Boussinesq ) , 1885 ). 

在介质所占有的整个体积内，平衡方程 （7. 4) 均成立，即 

▽ ▽ • w + ( 1 - 2 a ) v 2 u =0, (8. 1 ) 


我们寻求该方程组的解为如下形式： 

II =/+ ▽ #• (8. 2) 

式中^是某个标镦函数，而矢量/满足拉普拉斯方程，即 

▽ 2 / = 0. (8.3) 

将式 （8. 2) 代人 （8. 1) ,即得到关于 p 的 方程： 

2(1 -( r ) V 2 <p = - (8.4) 

取弹性介质的自由表面作为 w 平固，介质所在区域对应2的正值.将函数人和 
/、写为某函数义和义对 z 的导数形式： 



(8.5) 


因为/,和/、是调和函数，所以总可以选择函数 A ，心，使其满足拉普拉斯方程 

V 2 g x =0, V 2 g v =0. (8.6) 

方程 （8.4) 现在具有如下 形式： 


2( 1 一 cr) V 2 (p =- 




dgy 

dy 



由于心 ，乂 都是调和函数，故极易确信满足上面的方程时，函数 P 可以写为 


①所提问题 M 莨接的标准解法是对方程式（ 8 」 ） 应用傅里叶 （ Fourier ) 方法 • 但是，这时必须进行 
卜分复杂的积分计 算. 下面 i 并述的一系列展于应用提出来的方法，计算比较简 
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第一章弹性理论的基本方程 


<P 


L 


a 义印 ，. 


必， 


(8.7) 


4( 1 -a)y s dx dy 

式中的少仍然是调和函数： 

VV =0. (8.8) 

这样一来，就把确定位移 u 的问题，归结为寻求函数和少的问题 
了，而这些函数均满足拉普拉斯方程. 

现在我们写出位于介质自由表面 U = o 平面）上必须满足的边界条件. 

因为表面外法向单位矢量/ I 的指向与 z 轴的负方向一致，故根据边界条件 
的一般公式（2.9)，应有 -P r 对于利用一般表达式 （5. 11)，并通过辅 
助量义，义，/ : ，0表示矢量《的分量，经过简单的计算后即得到如下的边界 条件: 


a 

a 

a _ 

1-2(7 

Bz 2 

十 - < 

! 3 0 dx 

2(1 -a) J 

t 

• 

2( 1 + or ) n 
=- E 


d 

1 - 2(7 

dz 2 

| 

•• s o dy 

12(1 - C 7 ) J 

% 

4 

2(1 + 
- - 

E 

a) p 

厂广 



Bx dz 


2( 1 - a *)! dx 




2 


Ml 

dz J 


1 / 


dx 




2 


d(f/ 

dz 


} 


2 


dlf/ 

dz 


2(1 


E 


P . 


(8.9) 


( 8 . 10 ) 


附加于表面的外力分量 /\，P r ，P: 是坐标 x ,： k 的已知函数，在无限远处这些 
函数化为零. 

借助于引人的辅助量（，&，/;>的公式，不能以完全单值的形式确定它们， 
在选择这些函数时还保留了某些任意性.因此，还可以在这些量中增加某些任 
意的附加条件.作为这样附加条件最方便的方法是要求位于方程 （8. 9) 大括号 
内的值化为 零①： 


(1 - 2 ( 7 )/,-( 


dx by 

于是，式 （8. 9) 的条件被简化，并给出 


dgx BgA +4(1 - cr ) 处 =()• 


dz 


(8. il 


dz 2 


2(1 


ar 


P 


^ g 


2( 1 + (7) 

E 


P Y . (8. 12) 


: = o E dz - ^ 

由方程 （8. 10),(8. 12) 足以计算出全部的调和函数&，&,/:，‘ 

为了以后书写公式简单，我们来研究在弹性半空间的自由表面上作用集中 


①这里我们没有证明附加这样条件的可能性，但是从我们没有得出相互矛盾的结果以判断出这 
种可能性是存在的. 


§8 以平面为边界之弹性介质的平衡 
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力 f 的情形，即力附加作表曲•极小的可以认为是点的区域上.此力的作用，可以 

写为按下式之规律分布的表面力的作用，即 

P = F8(x)8(y). 

式中5是 S 闲数， [ ft ] •坐标原点就选在施力点上.已知集屮力问题的解后，就町以 

直接建立任意分布力户（心>)问题 的解. 亦即，如果 

u ； = G ik (x ,z) F k (8.13) 

为附加于坐标原点的集中力 F 作用下的位移，则在尸 （ LT ) 作用下的位移可由 

下面的积分给出①： 

u, = ]^G a {x - x\y - y\z)P k (x\y , )d x'd y'. (8.14) 

由势论可知，如凋和函数/在无限远处变为零，却在 z = °的平面上具有给 
定的法向导数 a // d 2, 则/可由下面的公式确定： 

fY v 1 (T (ij\x\y\z) d x'd y f 

f{x,y,z) = --J) ― -—… r ， 


r = y/(x -x f ) 2 + (y - +:•• 

因为和印,/ 々以 及位于方程 （8. 10) 大括号内的量均满足拉普拉斯 
方程，而等式 （8. 10) 和 （8. 12) 刚好确定它们在 Z =0 平面上的法向导数，于是有 






(ix 




2 


dlj / 

dz 




a 


F 


nE 


dg M \ + a F m d g r 一 1 +(r 


dz 


itE 


dz itE 


(8. 15) 
(8. 16) 


式中 r = y % 1 + y 2 十 z 2 • 

在未知 矢量“ 的分缺表达式中，没有包含本身，而只包含它们关于^ 

y^z 的导数.为 r 计算打，3心/办，将等式 （8. 16) 分别对％和 y 求导数： 

rg , _ 1+0- d 2 g y _ \ +(r [yT 

bxdz tiE r dydz -nE r 3 

现在从 * 到 2 按 dz 积分上式，得 

dg t 1 + or ^ _ 1 4- cr ^ r y (8.17) 

~d^ = ttE r(r+z) ’ dy ~ txE r(r + z)' 

在这里，我们不进一步去作简单但却十分烦琐的计算.先从方程 （ 8 . 11 ) ’ 
(8. 15) 和 （8. 17) 求出/:和 d 中 / dz . 知道了 d 中 / dz 后，就很容易计算出 坤 / dx , 
祕/办.首先把它们对-，进行积分，然后再分别对 X 和>.微分.这样就得到了按 


( I 按照数学的术记关于半尤限介质平衡方程的格 H < Green )*^. 
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第一章弹性理论的基本方程 


式 （ 8. 2 ) ， （ 8. 5 ) ， （ 8. 7 ) 计算位移矢量时所需要的各 个量. M 后得到下面的 
公式： 


u 


(T 


2 nK 


—_ ( I 一 2cr)x 
r 3 r(r + z ). 


? + 2{ _\ -g)r + z 
1 r(r+z) 


F 


X 


+ 


L 2r( err + z) ^ z 2 ]x 


3 


Z 


( WW 、.） ， 


or 


2itE 


yz _ ( 1 - 2(j) y 
r' r(r +z) 


F 


2(1 - a ) r + z 
r( r +z) 


F 


二 y ] y (<+ 圯 ”, 


u 


a 


2nE 


2( 1 - or 


+ 


z 


1 


r 


F 


2a 


r( r + 2 


+ 


z 1 


( xF x + y F r ) 


特别是，当 z =0 时，即可由此得到在介质自由表面上点的位移 公式: 


u 


or 


u 


2ttE 


i +cr 
2 itE 


r 


(8. 18) 


(1 _2 o ^ F : +2(1 厂 + 与 ( ^ + 汴 , 


+ 2(1 -cr)F y ^{xF x +r F y )|, 


u 


a 


2itE 


— I 2 ( 1 - (t ) F : + ( \ — 2(j) — ( xF t + yF > ) 


(8. 19) 


习 题 

习题试确定无限弹性介质在小的局部区域附加力 F 时的形变 （ W •汤姆 
孙 ( W * Thomson 》，1848 ) ①. 

解 ：在研 究距离 r 远大于附加力区域尺度的形变时，可以认为力是附加在一 
个点上.平衡方程为 （比 较式 （ 7.2)): 

V 2 «-fy-L：VV • «= -^ j ^- FS ( r ). (1) 

(式中 6( r ) =5( 幻 5( y )5 U ) ,而坐标原点选在力的作用点上）.设解的形式为 
II =11。+ w M 其中 II 。 满足泊松 方程： 

V 2 ii 0 = - 2(1 ^° r) Fg(r). (2) 

相应的得到的 方程： 


①对于任怠的无限各向异忭介质中的类似问题，已由栗弗席兹和劳捷茨维格 （；L H . PoaeHuee ^ r ) 
解决（实验物理和理论物理杂忐 OK 3 T < D >, 1947, 17: 783 页）. 



(3) 


V V • m , + ( 1 - 2 ct ) V : w , = - 
方程 （2) 在无限远处化为零的解为 

\ + or F 

U ° = 2 ttE ~ 7 . 

对方程 （3) 应用旋度算子，则得到 V 2 ▽ xu , =0. 在无限远处应有 ▽ x «, =0•但 
是，在整个空间内调和却在无限远处为零的函数恒等 于零. 于是， Vxw , =0,并 
且相应的可以将写为… =▽ &由式 （3) 得到 

V )2( 1 - + V • m 0 | =0. 

由此得出，位于大括号里面的值是常量，而且在无限远处它必须为零，所以在全 
部空间里，有 

1 +(T „ V, 1 

▽- 山 =- - - £t m ▽ - ■ 

2( 1 -a) 4iri?( 1 - tr) r 

如果 0 是方程 V 2 «A = 1/ r 的解，则 


4 ttE ( 1 - o - ) 


F ^ S/ if/. 


取不具有奇异性的解 (A ="2,我们得到 


M , = V (p 


+ (t (F • n)n - F 


8tt£( 1 - or 


式中 rt 为径矢 r 方向的单位 矢量. 最后有 


(3-4(j)F+/i(/i*F) 


8uf"( \ - cr) 


将该式代入式 （8. 13), 得到无限各向同性介质平衡方程的格林张量① 


ik = 8 tt 尺 （ 1 一 rx 


[(3 - 4£7) ^ + "* nJ T = 4 ^[T 


2 


_1_ 

4( 1 - a) dx M dx 


§9 固体的接触 

设两个固体彼此相互接触在一点，该点不是它们表面上的奇异点（图 Ka ) 
表示通过接触点0附近的两个表面的横截面） • 在这个接触点上，两表面具有一 

①唞实 由方 ft ?( 丨 ） 的齐次性考虑，很明敁张捶的分 Mill 坐标 J ，： K , •，的一次齐次函 数. 式 （ 1 ) 

左边足矢 M «之分锇的二次诗数的线性绀介边是三次齐次函数 （5( « r ) ^ a ^ S ( r )). 这一性 质在一 
般的任意各向异性介质情形仍然存在. 
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共同的叻平面，就把它取作 . ty 平面.而轴的正方向，对于两个物体是不相间 

, 的，我们约定 ：对于 其中的每一个,2坐标都沿着 

: 物体深度方向计算，相应的用2和，表示. 



图 


( a ) 



众所周知，在坐标平曲 ( 叮平面）上的通常 

切点（接触点 ） 附近，曲面方程可以写为 

2 = (9.1) 

式中的两对重复指标系指按数值1二求和 
(. t , = x % x 2 = >•) , ffn k u0 为描述曲而曲率的二阶对 
称张量（张最 K a / J 的主值等于1/2心和1/2/? 2 ,其 
屮/?,，/? 2 为接触点处曲面的两个主曲率半径）. 
对于接触点附近第二个物体的曲面，可以写出类 
似的关系式： 

(9.2) 

现在假设我们对两个物体施加力使之受到 
挤压，其结果使它们接近了某个小的距离 A ①. 

于是，在物体表面上，最初接触点的附近发 
卞了变化，物体的接触已经不再是一个点，而是 


表面的某个小的有限区域.设 a : 和 u : 分別为挤压时两个物体表面上各点沿::轴 
和/轴的位移矢量之分量.图 1( b ) 中的虚线表示没有形变时的物体表面，而实 
线表示受挤压后物体的表面. 字母 z 和- ，'分別表示由等式 （9. 1) 和 （9. 2) 确定的 
长度.由图直接看出，在接触区域的所有点上存在如下的 等式： 


(2 + U:) + (2’ + W: 〉= h , 


或 

(〜 + + w : + u : = A . (9.3) 

在这个区域以外的点，由于两个表面都没有接触，冇不等式 

z + + u . + a ! < h . 

我们这样来选择 . r ，： K 轴的方向，使张量变换到主轴 h . 该张量的主 
值用4和表示，则等式 （9. 3) 将改写为 

Ax 2 + By 2 +“：+“:=/?• (9. 4 ) 

不进行推导，我们引入关于 A ，《 4两个表面的曲率半径仏 ，^和 之间关 


系的公式: 


2 (A + B ) 



①弹性理论接触问题坫由赫兹 （ H . HfMiz ， l 882 ) 沣次解 决的. 
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+( wf ) +2c ° s 

式中$是两个曲面法截面的曲率半径^和化之间的夹角.曲率半径的符号: 
如果曲率中心位于相应物体的内部，设其为正，反之为负. 

用广 （t y ) 表示在接触点上，两个受挤压物体之间的压力（自然，在接触区 
域之外 ，匕 =0). 在确定 C 和位移之间关系时，町以把物体表面作为平面 
来考虑，这是足够精确的，并可以利用上节得到的公式.按照 （8. 19) 的第三个公 
式（同时顾及式 （8. 14) >,在法向力匕 U ，) ) 作用下，位移可由下面的表达 


式 确定: 


1 -a-crPA^y) 


irF . 


r 





尸 :(，，/) 
r 


d x\\ y r 


(9.5) 


和 £， t 分別为两个物体的泊松比和拉伸模鼠） • 因为在接触区域之外 
P : = 0，所以在这1的积分可以只在接触区域之内 进行. 注意，由这些公式得到 
的位移比为常数，并等于 


_ (1 - (T 2 )E， 

" ( 1 -W 


(9.6) 


关系式 （9. 4) 和 （9. 6) — 起直接地确定出沿着接触区域的形变，即位移〜，<的 
分布（自然，公式 （9. 5) 和 （9. 6) 也适用于接触区域以外的点） • 


将表达式 （9.5) 代入（9.4)，得到 




! )1 


p s ( x f y ) 


d x f d y 



=/? - Ax 2 - By 2 . 


(9.7) 


该积分方程确定了接触压力厂.沿着接触区域的分布 • 它的解可由下述势论中 
熟知的关系式进行类比得到.利用这一类比的思想是基于如下的事实：第一， 
位于方程式 （9. 7) 左边的枳分，是势论中用以确定某个分布电荷产生的势的普 
通积分类型；第二，均匀带电椭球内部的场势是坐标的二次函数. 

如果按三轴椭球 

x y 2 z x 

-T + TT+— = 1 
a n c 

的体积均匀分布电荷（体积密度 P 为常量），则椭球内部的场势由如下表达式 


确定： 



y ( a 2 + ^) ( b 2 +爸）（/ + 
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FI) 


^ x 

J ( 


A a 1 + m 


h - Ax 1 - By 2 f 


式中 


2 


上面这个等式，对于（在椭圆 （ 9. 9) 内部）所有的 x ， y 值都必须恒成立 . 所以，在 
等式两边，太和），前而的系数以及自山项都应该两两分別相等.由此求得下面的 

关 系式： 


FD 




FI ) 


ou ) 1 

cU 


(9. 11) 


0 ( a 2 + O 




FD 


* 


(9. 12) 


(b 2 + O /{a 2 + ^)(b 2 + 

方程 （ 9. 12) 根据所给的力厂确定了接触区域的半轴 《 和 W 对于给定的物体 M 
和《是已知的） . 然后，由关系式 （ 9. 11) 确定力 F 和因它而引起的物体靠近距 

离 /» 之间的关系 . 位于这些方程右边的积分都 是椭圆 积分 . 

这样一来，关于物体接触的问题就可以认为是完全解决 f . 物体在接触区 
域以外的农面形状 （ 即位移也已由公式 （ 9. 5),(9. 10) 确定，而 fl 积分值 
可以立即求出，其出发点还是利用与充电椭球体势场的类比 .+ 过，这一次是在 
橢球体的外部 . 最后， 上节的 公式同样可以确定沿物体体积的形变分布（自 
然，只是在远小于物体尺度的距离 ）. 

现在我们将所得到的公式，应用于具有半径分别为 If 的两个球体的接触 
上.在这里 


A^B 




从对称性考虑，很明显，将有 
域半径《的值： 


，亦即接触区域 是圆 . 由式 （ 9. 12 ) 得到接触区 


RR ， 

R+/P 


f . 1/3 


(9. 13) 


在现在的情形下，是 （ft + V) 与两球心距离之差 . 由式 （ 9. 10) 得到 F 和 A 之 
间的关系式如下： 




(9. 14) 


我们注意到 A 与幂 /^ /3 ( 挤压力的 2/3 次方）成正比，力 F 与幂 A 3/2 ( 由挤压力引 
起的物体靠近距离的 3/2 次方）成 止比. 我们还可以写出两球体接触的势能 V. 
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注意，使 （ -n = 即 得到: 


,3/2 2 / RR f \ >/： 

' 5 D \ R + R , ) • 


(9. 15) 


最后，我们指出，形式为 

h = const • 广 3 , F = const • " 

的关系不仅对于球体成立，而 n 在其它有限尺度的物体接触时也成立.这点从 

类比来考虑极易确信.如果进行代换： 

a 2 —^aa 2 , /> 2 — ►a/r , F—>a v 、 F, 

其中《为任意常数，则方程 （9. 12) 保持不变，而在方程 （9. 11) 的右边乘上了个 
«，为了保持方程不变，必须用 aA 代替 A ，由此得到， F 必须正比于 A 3/2 . 

习 题 

习题 1 试确定两个弹性球在相互碰撞时的接触时间. 

解：两 个球的惯性中心处于静止的参考系中，碰撞之前球的能量等于相对运 
动的动能 pV 2, 其中 r 为两球相亙碰撞的相对速度，而 /X =爪,爪 2 /( m , + m 2 ) 为 
它们的折合质量.当两球碰撞时，总的能量等于动能与势能之和，动能可以写为 

fi A V 2, 而势能为式 （9. 15). 根据能量守恒定律，有 


d / n ^ 


w 2 = 〆 ，k 雀告 


设两球最大的靠近距离为心，它对应于两球相对速度&变为零的那一时刻，并且 
等于 


t "2/5 

(t) ^ 


两球碰撞延续的时间 T ( 亦即，/!先从0变到心，再返回到0的时间）等于 


(I h 


(r 2 — A/? 5 2 //x) 




5r(9/10) \/f >； [k^vj 

在求解这一问题时，用到了有关的静力学公式，从而忽略了在碰撞时球所产生的 
弹性 振动. 这一忽略的可能性要求速度 f ， 比声速要足够 的小. 但是，事实上这个 
理论的实用性，首先还局限于由于在碰撞时产生的形变超过了材料的弹性极限. 
习题 2 试确定两个圆柱在顺着它们的母线挤压时，接触区域的大小和压 

力分布. 

解： 在这种情形下，接触区域是沿圆柱长度的狭长条 • 它的宽度为而在 



它上面的压力分布可以从本节得到的公式中，用 h / a — oo 取极限的方法求出•压 
力分布为如下形式的 函数： 


P 2 ( x) = const • /1- 7 , 

\ a m 

( x 是接触狭长条沿宽度方向的坐 标）. 设沿圆柱单位长度上的挤压力为 f ’， 我们 
得到 


P .( x ) 


2 F 


77a 


将该表达式代入式 （9.7) ， 并借助于式 （9. 8) 进行积分，则有 


ADF 

3 tt 




SDF 


圆柱表面的一个曲率半径是无限的，而另一个与圆柱半径 相同. 
形下，有 


由此，在给定情 


(i + i 


B =0. 


最后，求出接触狭长条的 宽度: 


\6DF RR- 
3 tt R + R r 


,. 1/2 


HO 晶体的弹性性质 


品体在等温压缩时， a 由能的变化与各向同性物体一样，也是应变张量的二 
次函数.而与各向 n 性物体不同的是，现在这个函数听包含的独立系数不是两 

个，而是更多个. 

形变晶体自由能的一般形式为 


卜 = ^ ikim 11 ik ll lm ^ 


( 10 . 1 ) 


玫中是叫阶张最，祢为弹性模量张置 • 由于应变张量的对称性，所以在交换 
指标/•与 A ，/ 与 m 或夂换指标对 U 与 /， m 时，积不变.因此， M 然可以确 

定，对于交换指标，张 M A 也具有同样的对 称性： 

A — = A 左 "„. = A 法 m/ = A /mlV ( 10. 2) 

用 简中地 计算方法可以证实，具有这样对称性质的四阶张量，在一般情形下，其 
分最的个数等于21% 


0. 仏一邺 A ； 献屮利⑴ hi 样 imiiW •将叫阶张错的分缺写为带冇两个指标的 t A 〜， 将《和芦逾 
及1 ,2. 3,4 .5 ,6取偾•对应 F 相应的指祕对: ，叮 
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根据自由能表达式 （10. 1 )，应力张量与应变张 S 的关系在晶体中的形式 
(比较44页的脚注）为 

( r ik = - — = A ‘ “ (10.3) 

汕， * 

H I 于晶体存在着这样或那样的对称性，导致张量 A 不同分量之间出现了 
相互依存的关系，使它们独立分 M 的个数小于21个. 

现在，我们对品休宏观对称性的所有吋能类型，亦即对按结晶系列力分布的 
全部晶 体种类（参见第 K 卷，§ 130, 131) 来研究张量 A , 心 各分量之间的相互依 
存关系. 

1. 三斜晶系.三斜对称性 （ C , 和 C , 类）并未对张设 A , w „, 的分量附加任何约 

朿，可是从对称性的观点來#，坐标系的选择完全是任 意的. 此时，+为零而独 
立的弹性模 M 总共打21 个. 但足，由于坐标系选抒的任意性，使张 fi 的分 

M 增加了附加条件.因为，坐标系相对于物体的取向足由三个量（旋转角）来确 
定的，所以这样的条件应该有三个.例如，吋以认为分 M : 中有三个等干零.由 
此，描述晶体弹性性质的績是18 t 独立 | fl ] 不为零的弹性模置和确定晶体轴取向 
的3个角. 

2. 单斜晶系.研究 K •中的类.我(门选抒坐标系使其•▽平面与对 称曲篥 
&，当对该平面作镜射（反射）日寸，使坐标发生变换 J ，7 —：K — ， —- 二张量分 
t 的变换4相应坐标乘积的变换是一样的.因此，很明显，在进行上述的坐标变 
换时，张量的所有分量中，凡是指标中含有奇数 （ 1或3 ) 次 2 指标的分量都 
改变 f 自 d 的符9，而 K 余的分量均保持不变.另一方曲‘，由于品体的对称性， 
在对称平面作镜射时，所有表征晶体性质的量（其中包括 A 的所有分量在内) 
必须保持不变 • 因此，很明 M , 所有具有命数个-，指标的分 M 必须等于零.所以， 
单斜晶系的晶体弹性14由能的一般表达式为 

厂…乂 + 去+ 了+ \ xxyY u „ u yy + 

Zm 乙 L 

+ + \ yy : I u yy u K +2\ xyMy u] y +2 A ^. a ^ +2 A ViyJ wJ , + 

+ +2 A vrvi M M u vl +2\ xyii u xy u u +4 A w „ u J , J u ys . (10. 4) 

在该表达式中，有 13 个独立系数.对于 C 2 类，以及总共包含两个对称元素 （ C 2 
和的 C 2 A 类，也 nj •以得到同样的表达式.但是，在上面的论述中，考虑对称性 
只是确定选择一个坐标轴 U ) 的方向，而在垂良平面 t 的 x 轴和 y 轴仍然是任意 
的.于是，可以利用这个任意性适当的选择坐标轴使其中的一个分量，比如说 


( X ) 品体共分为七大品系.捋•品系乂冇苦卜种类.七大品系足：丨.三斜晶系；2.单斜 品系； 3.正交 
敁系 •乂你斜//舳系； 4 . 系•又称 il : 方晶系； 5. 二方晶系，乂称三角晶系或菱方晶系； 6 •六方晶系，又 

称六角 晶系; 7. 立方晶系，乂称等轴品系 • -译者注 
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入_化为零.因此，表征晶体弹性性质的13个量，是12个不为零的弹性模 t 和 
—个在.▽平面上确定轴取向的角. 

3. 正交晶系. 在这一晶系中，所有各类 （ C 2 pD 2 , D 2 ,) 坐标轴的选择都是由 
对称性唯一确定的，并得到几冇相同形式的自由能表达式.例如，我】来研究 
类，并把这类晶体的三个对称谢选为坐标平面.在对其中的每一个对称面进 
行镜射时，都是一次坐标变换，其中一个坐标改变了符号，而其它两个坐标不改 
变符号.所以，很明显，张量 A 的所有分 M 中，只有当指标， )' 和 z 中的任何一 
个有偶数次相遇时这个分 量才不 为零，所有剩下的分 M 在对任意一个对称平阎 
镜射时都应改变符号.这样一来，在正交品系中，0由能的一般表达式具有如下 
形式： 


F + Y^>rry U rr + 




^ ^ »XU U l> U ZS ^ ,VK + 2 A + 2 A + 2 A 

(10.5) 


它总共包含有 9 个弹性模量. 

4. 四方 晶系.我们研究6，类.选取坐标时，用 C 4 轴作- ，轴，而 . r 轴和）•轴 
正交于 两个垂直的对称平而 h . 对这两个对称平面作镜射，就表示作相应的变 
^ : . r —► - x,y-*y,z-^z ft ] x —► r , y-* - y % z-^z. 因此，张量中具有奇数个相同 
指标的分量全都消失了.其次，再绕 G 轴旋转 tt /4 角，即作 变换： -. X ， 

z - z , 并由此推断出如下 关系： 

\ — \ 1 = \ 1 = \ 

八 mi — 八 yyyy ' A xxzz ~~ A yyzz ^ 71 xzxi ~ysyz • 

在 C 4 , 类中引入其余的变换，都+会再增加任何条件 • 这样一來，四方晶系的自 
由能表达式具有如下 形式： 

^ = yA Ml4 ( u] % + «； r ) + Uiz u： : + A 1W1 ( u kx u k + W rv u tt ) + 

+ A „ rv a JW u T , +2 A Iw u； r +2 X ^(^ + u .；,). (10.6) 

它包含有 6 个弹性模量. 

对于四方品系的 K 它各类也吋以得到问样的结果.在这里，坐标轴的选取 
自然是由对称性 （/&,/)•；, 指使的.而在 C 4 ， S 4 ，(^ 类，只有唯一的一个选 
择，就是轴 U ) 沿着 C 4 或 S 4 轴.这时，由对称性要求，还允 i 午存在（除了在式 
(10. 6) 中出现的以外）下面的分 M : 

A ***，._ _ 入 Xjrjr ** 

苦适当地选抒 • x 和 y 轴的方向，就能够使上述这些分量化为零，这时^也重新衣 
示为式 （10. 6) 的形式. 
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5. 三方晶系. 我们研究类，选取坐标系时，使 z 轴沿着三次轴①，而 y 轴 
正交于垂直的对称平面中的一个.为 f 说明由于 C 3 轴的存在而对张 M 分量 
所增加的限制，我们引入复数“坐标 ” f 7/，适当地进行形式上的变换.根据 
定义： 

^ - x + \y 3 7 ] = %-iy, ( X 0 . 1 ) 

而坐标 z 仍保持不变.我们再把张量 A , w 变换到这些新坐标上，张量分量的指标 
现在用 fr;,z 表示. 显而易见，在绕2轴旋转120°时，新变量的变 换为： 



7]—^ r]e 




由于晶体的对称性，所以的分量中不为零的只有在进行上面的变换时不变 


化的那些分量.显然，具有这一性质的分 t 是指标 f 或中重复三次（注意到 


( e ^ ) 3 = e 2fli = 1) 的分量，或者指标{和7/含有同样次数（因为 e 亨 e 中 =1) 的分 
量.上述的分 量是： 


^azi » ^ (^(tj » Afiju ， 入 ㈣ ， Af 你， Arpj”：. 

其次，在对垂直于）'轴的对称平面作镜射时，有变换或者对 
于在，77变换 f 因为，这一变换将 A 浙变为，故这两个分量应该彼 
此相等.这样一来，三方晶系的晶体总共有六个弹性模量.为了写出自由能表 
达式，需要组成和式、，^〜〜，并将和式的指标通过在，^^表示. 因为厂 是由应 
变张量的分量（通过坐标表示的，因此我们必须把这些分量也用“坐标” 
f 77,2来表示.这并不难做到，只需利用这样的事实，即张量〜的分量与对应的 

两个坐标乘积的变换是同样的.比如，由 

钱 = (jc + iy ) 2 -x _ y 2 + T\xy 


得到 


u (( = ~ u ry +2iu »y 


最后得到厂的表达式 如下: 


+ 2 A ^( u „ + 〜） 2 + A 物” [(〜，“”） 2 + 4 u 2 J + 

+ 2A f ” 《 ( 、 +u ry) u u +4A ㈣ UL +^) + 

+ 4 > W [(〜 - u ry ^ u «~ 2 u > r u r ^' ( 10. 8) 

它含有 6 个独立系数.对于 D 3 和 D 3 ，类也可以得到同样的结果.在(： 3 和5 6 类， 
轴的选择仍然是任意的，对称性的要求也允许差式 

入 :一 A 州： 


CD 如果敁 体绕某轴旋转360。/”后，移到与原始位宵不能区分的位 S •则该轴称为 n 次旋转轴或 n 
次对称轴，它是 一祌对 称允紊，〃称为轴次，"只冇丨，2,3， 4 ,6 等五 个正幣数‘此处的 n 等于3,故称三次 
轴，以下1»1. 一译菩注 
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不为零 • 但是，若适当的选择轴，它可以化 为零. 

6. 六方 晶系. 我们研究 C 6 类，并在选择坐标系时使 2 轴沿晶体的六次轴. 
重新引入坐标式 （10.7) ，当围绕 2 轴旋转 2 ir /6 时，得到如下 变换： 

, t;—► tye 

由此 吋见，张量 A ,^ 不为零的分量，只有指标《和 77 相遇时出现次数相同的那些 
项.这样的分量 就是： 


A，, 


A 


A 


A 


A 


(n(v ， /x ((vv 9 八 约 以 , K 

六方晶系其它可能的对称元素，对这些分量没有增加任何限制.这样一来，总共 
有五个弹性模量.自由能具有如下 形式： 


f = T a 


+ ^ + u ry ^ + ^ ((W - ^ u 


XX 


yy 


y + 


+ 2 A f ,„ w „( u JI , ^ u n ) +4 A 師 （<+<). (10.9) 

应当指出，在 W 平面内的形变（不为零的应变总共取决于两个弹 
性模 S ， 就像各向同性物体一样.换句话说，在垂直六次轴的平面内，六方晶体 
的弹性性质是各向同性的.按此原则，在该平面内坐标轴方向的选择一般是不 
電要的，并且对于/•’的形式没有任何影响.因此，表达式 （10.9) 是对所有六方 
晶系的. 

7. 立方晶系.将立方晶系的三个四次轴分别取作 ty ， z 轴.由于已经存 
在四方对称性（使四次轴沿着 z 轴），故张量 A , Wni 不同分量数目的限制为以下 
六个： 


A njijr 


A 


XXIZ 


A 




A 


*y*y 


绕 x 轴和 y 轴旋转 90° ，分别给出 变换： . r — u —► 7 和 ac —► y . z —► -r 

由此，在所写出的六个分量中，第一和第二，第三和第四，第五和第六分别相等 
于是，总共剩下三个不同的弹性模量.立方晶系晶体自由能的形式为®: 


f =t 人 


XXXX 


+ 4) + A , w ( a ^ a r? ^ u xx u zs +u uj +2 A 


/ .2 


( 10 . 10 ) 

现在，我们再一次写出各类晶系独立参数（弹性模量或确定各类晶系晶体 


轴方向的角度）的数目： 

三斜晶系 . 21 

单斜晶系 . 13 


① 仏方 品系 r 和没有四次轴.但是，在这种情形下，用研究三次轴的方法吋以得到 M 样的结果, 
即绕三次轴旋转依次转换: r ， y , 2 轴两次. 

if 荇补 注： 上述注抒系指坐标轴取在立方品体的三个棱边上，而相对顶点的对角线就是一个三次轴, 
绕三次轴旋转120°正好是轴的一次置换. 
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正交品系 . 9 

四方晶系 C 4A ) . 7 

四方晶系 （ C 4 ,./> 2 ,， D 4 , D 4 ,,) . 6 

三 方晶系 （ GA ) . 7 

三 方晶系 （ Qv , . 6 

六力 • 沾系 . 5 

立方晶系 . 3 

付于所有各类品系 >1样吋以通过适当的选择坐标轴得到最小的+为岑的 
模量数 n : 

三斜品系 . 18 

单斜晶系 . 12 

IH 交晶系 . 9 

四方晶系 . ^ 

三方晶系 . 6 

六方品系 . 5 

立方晶系 . 3 


自然, h 面所有的叙述都是对于单晶体的.至于多晶的物体，当包含在它们 
内部的晶体成分的尺寸足够小时，可以作为各向同性物体来考虑(因为我们所 
关心的形变区域远大于晶体的尺寸）.像所有各向同性物体一样，多晶体总共用 
两个弹性模量来表述.骤然看来，可能认为这两个模量》了以由各个晶体的弹性 
觀利用简单地平均得到.但是，事实上并非如此.如果把多晶体的形变考虑 
为包含在它内部的晶体形变的结果，则原则上应该对所冇这些晶体，按照在它们 
分界而卜.相戍的边界条件求解平衡//程.由此讨见，在幣体上研究晶体的弹性 
性质和由它组成的物体的弹性性质之间的关系，取决于晶体的具体形状，也取决 
于晶体相互取向之间的关系.因此，多晶体弹性模量与（同样材料的）单晶体弹 
性模量之间不存在普遍的依存关系. ’ 

若用单品体的弹性模量来 i | 算 各向同性多晶体的弹性模量，只有在单晶体 
的弹性性质为弱各向异性情形时才可能得到颇高的精确度 1 .在第一次近似时，多 
晶体的弹性模量可以简节的取其等于单晶体弹性模量的“各向同性部 分”. 于是，在 
G 曲的近似中，会 M i 现中品体模弱“各向异性部分”的二次项， G 发现该修正项既 
不取决于姑体的形状， Oi 不取决于晶体的取向，并能用一般形 式计箅出来淡 


u 比如 . 、> 力•晶体押性向沣性的程度是趦 A _ - A "” -2 A ,„ ，，如 果它等于芩，则表达式 <10. J 0) 退 
化为各向 M 性物体弹性能衣达式 (4.3). 

_;2 阽架弗席兹.公徙茨 维格.实验 物押和押论物评杂 > K 3 Tcl >), l < M 6. l 6：%7 jJt 
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最后，让我们来研究晶体的热膨胀.在各向同性物体中，沿着所有的方向发生的 
热膨胀都是相同的.因 ifii ， 在自由热膨胀时，应变张量具有如下形式 ( 见 §6) : 

u n =+a( r- 7^)6 法， 

式中 a 是热膨胀系数.在品体屮必须写成 

u ti =y(r-r„) t (10. 11) 

式中％是关于指标 付称的 二阶张 1( 称为热膨胀系数张 量）. 现在我们来说 
明，在各晶系的站体中，张 敁％ 不同独之分 M 的个数.为此，最简单的方法就是 
全部利用张量代数已有的知识.如通常所说的，所有的二阶对称张 ■ 都能够变 
换到某个相应的张量椭球状态力.荇 S 接从对称性考虑，很明 M ，在三斜晶系， 
啥斜晶系和 iK 夂站系的情形 ，一 般来说足个三轴对称椭球（亦即它们的三个轴 
长都是不相同的）.而在四方晶系，三方晶系和六方晶系的情形，则应该是个问 
转对称椭球（相应的 M 转轴沿着 C 4 ， C } 或6\的对称轴）.最后，立方晶系的对称 
关系，使椭球退化为一 个球. 何是，三轴椭球由三个独立的量（轴的长度）确定， 
W 转椭球由两个轴 K 确定，而球总共只吖一个量 （ t •杼 ） 即可确定.这样一来，在 
不同系列的晶体中，张最《 的独立分量的个数分 别为： 


三斜晶系，单斜晶系，正交晶系 . 3 

四方 d/i 系 ，三 7/晶系，六方品系 . 2 

立 /j lA 系 . 1 


1：函第一行的三类品系称为収轴晶系，而第二行的三类晶系称为单轴品系. 
我们注怠到，立方品系晶休的热膨胀总共只冇一个量即可确定，亦即在热膨胀性 
质方面，它们的行为和各向同性物体的热膨胀一样. 

习 题 

习题1 试借助于弹性模量 A lUm ，用直角坐标 x % y \ z 表示六方晶体的弹性能 
(取轴沿着晶体的六次 轴）. 

解：在 任意的（非正交的 ） 坐标变换时，必须区分矢量和张量的分量是逆变 
的还是协变的，第一个（逆变分量，通常用上标表示）变换和 坐标/ 本身的变换 
一样. 而第二个（协变分量，用下标表示）变换和微分算子的变换一样•这 
时，标量式 （10. 1) 应写为 

厂《 i ik tm 

® ^ ikim U U * 

在表达式 （10.8)，（ 10. 9) 中，将分量变为逆变分量.因此，为了建立张量 入—的分 


(1J 张喊椭球山 ffH a tk x t x k = I 确定 . 
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量在坐标 fiz 和之间的关系，必须把它们考虑为协变分量 （自然 ，在 直角坐 
标系中，逆变分量和协变分量是一样的）.对于式 （10. 7 )进行变换，我们有 

A = A + A A = i /A _ 

dx drj * dy \ d 7 )j 

将分量作为这些算子的乘积进行变换，得到 

^«« = A ym =4\ (jfiv + t \ gyxy = 2A ((vv , 

= 4A ^ - 2A ^» =A yr „ = 2A f1JJi , 

~ ^yayz = 2/\ 細 . 

因此 ，自 由能表达式 （10. 9) 可以用上面的模量表示为如下 形式： 

+U yy ) 2 +Y^uuK +A:„,(U„ + U ry ) U u + 

+ 2> ^«« + u r *) + ( - A„ yr )( u] y - u xx u yy ). 

习题 2 试求出立方晶体的弹性能为正的条件. 

解：式 （10. 10) 的前两项由三个独立变量的二次型组成该式为 

正的条件要求它单个子式的系数行列式和夂…的系数为正.此外，式 （10. 10) 的 
第三项必须为正.这些条件得出如下不 等式： 

A|>0 ， A 3 > 0 t < \ 2 < A,, 

式中记号 A 丨 = ， A 2 = ,A 3 = A, w . 

习题 3 试确定立方晶体的拉伸模量与其方向之间的关系. 

解：把坐标轴选在立方晶体的棱 边上. 假设从晶体上切取的杆，其轴具有单 
位矢量"的 方向. 当拉伸杆时，应力张量必须满足如下的条件 =/ m ,， 其中 
/，为作用在杆两端单位面积上的拉力（在杆两端面上的条件）；对于垂直于 w 的, 
方向，必须有 cry * =0( 在杆侧面上的条件）.这样的张量必然具有 =/ m , 〜的 
形式.由对表达式 （10. 10) 取导数来计算分量①，并与表达式相比 
较，则得到应变张量分量的表 达式： 

_ (A 丨 + 2A 2 ) n 2 x - A 2 n n 

〜 =/> U,-A 2 )(A i+ 2A 2 )’ 瓦 . 

对于其余的分量可以类似地求出. 

细杆纵向的相对伸长为“ = ^-~ d Z ，其中 d /' 由公式 （1 .2)和 g ' 给 

出，对于小形变，“杨氏模量定义为 p = Eu 的比例系数，并求得 


①如果不是迕接用公式来计算是用 F 的具体表达式的微分来计算则对〜的导 
数在•时给出二倍于的值 • 这是因为按实质意义说，公式 = d / y d 〜只是作为表示 d f = 那样 

的事实，但是，在的和中，带有微分的每一个分贵的项•对称张殹出现了 两次. 



1 = _ A ，+ 上- + f 丄 -— + « + « ). 

E (A 1 +2A 2 )(A,-A 2 ) Us A, -A」、"** r 
模量在棱边 （轴心 y ， d 方向和立方体空间对角线方向上具有极值.在沿着立方 
体棱边的方向上 


£ = (A l +2A 2 )^|-^. 

这时，细杆的横向压缩 U xx = u 7r = -(ru a - -cru ， 其中 <7 = A 2 /(Ai +A 2 ) 起着泊松 
比的作用.根据在前面习题中得到的不等式： 


第二章 

杆和板的平衡 


§11弯曲板的能量 

在这一章里，我们将致力于研究形变物体平衡的某些特殊情形，并且首先研 
究薄板的形变.我们所说的薄板，指的是板厚度远小于其它两个方向的尺寸. 
像以前说的一样，我 f I ’ j 仍然假设形变本身是小的.在这里的情形，形变小的标准 
是板上各点的位移均较板的厚度为小①. 

一 般平衡方程在应用于薄板时被极大的简化 r . 但是，最方便的不是直接 
由一般方程导出这些简化的方程，而是重新计算弯曲板的自由能，然后求这个能 
量的变分. 

板弯曲时，在板内部的一些地方发生拉伸，在另外一些地方发生压缩，即在 
板凸出的一面发牛拉伸，随着向板内深度方向的增加，拉伸逐渐地减小，最终达 
到了零，此后，从下一层开始，压缩逐渐地增加.因而，在板的内部存在着一个中 
性面. 在中性面上根本不存在拉伸或压缩，而在 
屮性面的两边，形变具介相反的符号.很明显，这 
个中性面位于板厚度的中间. 

选取坐标系，坐标原点放在中性面上的任何 
一点,2轴沿着中性面的法线方向，而 w 平面与未 
形变的板面（中面）相重合.中性面上点的垂良位 
移，即它们的 z 坐标，我们用字母 （ 表示（图 2). 

至于谈到这些点在 巧平 面内的位移分 M ， 则很明 


①假如分別 m h ， u 衣示板的阳度.中血的特征尺寸（如边长， i (径 等） 和桡度 ，则薄 板要求« i . 
从工 枵实 坏和计算楮度嬰求# ，一般 来说， h / l ^\/5 时町 以按薄 板计算 • 薄 板的小挠度理论要求（比/» 
要小 的多，当 < r 与力为 数斫 级时就必须采用大挠度砰论（评•见§ 14). ——译者注 




显，与（相比它们是二阶小量，因此可以假设它们等于零.这样一来，中性面上点 
的位移矢量为 

=0, u! 0> =((x,y). (11.1) 

为 f 更进一步的计 W ，关于形变板内作用的应力必须作以下说明.因为是 
薄板，所以，为 r 使它弯曲，只需要对它的表面附加不大的力 即可. 在任何情况 
下，这些力与由于形变板内部存在的拉伸和压缩而产生的应力相比较都是很小 
的.因此，在边界条件 （2.9) 中，可以忽略力 P ,， 所以剩下〜 =0. 因为板的弯 
曲是小的，所以， " f 以假设法矢钻”沿着-，轴方向.这样一来，在板的两个表面 

上应有： 

= o- yt - CT a =0. 

fR . 是，因为板的厚度小，这些量在板的两个侧表面上都等于零，所以它们在板的 
内部也应该是小的.因而，我们可以得出结论：在整个板内1分量与 
应力张量的 K •余分 t 相比较都是不大的.据此，我们可以假定它们都等于零.并 

且由这些条件确定应变 张量. 

根据一般公式 （5. 13) 有 



，嚴 ^ r . 

a.. = — - -0~^[ ( 1 ~ ^ + U yy ) J - 

一 ( 1 + a ) ( \ - 2a ) 

由这些表达式等于零求出 

du t du. (?u v du. (j 

— L = 一 f 一1 , a - = 一 + 

dz dx dz By 1 - tr 

在前两个方程屮，可以足够精确地用代换 

du t SC dC 

" S ~ = ~ Yy ' 

由此 


( 11 . 2 ) 


^ 如 y 

•讀 K 
mm m 


dx 、 dz 

• 


ac 

.z • u = 

-A. 

(H.3) 

dx y 



0 时，有、 = 

u y =0. 知道& 

1 % , U > 后，就可以确定 


应变张毆的所有 分量: 


dx 1 


办 2 


lL 

dxdy 




0 ). 


(11.4) 


“ 尸 \ - a \ dx^ df) 

现在就可以利用一般公式 （5. 10) 计算板在单位体积的自由能/^ 了.经过 
简单地计算即可得到它的表达式： 
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E 

r 1 



1 + (T 

[2(1 -(t)\Sx 2 dy 2 ) 

.\ dxdy) 

dx 2 dy\ 


(11.5) 


板的总自由能，可以由上式遍及板的全部体积进行积分得到.在沿 z 积分时，积 
分限由 - Zi /2 到+/1/2,其中， / r 为板的 厚度； 而沿 x 和沿 y 进行积分时，积分域是 


整个板面.最后求出形变板的总自由能= ( FdV 的 形式: 

■ 


^ = 24 ( 1 £ -. 2 ) 1 {( 0 + 0 ) 


+ 2(1 - a) 


立) 2 -与心 1} 

dxdyf dx 1 dy 1 ^ J 


dxdy. 

( 11 . 6 ) 


( 鉴于形变是小量，可以足够精确地将面元简单地写为 dxdy ). 

在得到自由能表达式之后，可以把板当作没有厚度，即作为几何上的面来研 
究.因为我们关心的只是在附加力影响下它具有的形状，而不是形变在板内的 
分布. 量（是当把板作为面来考虑进行弯曲时其上各点的位移 • 


§12板的平衡方程 


我们现在按自由能极小值条件来推导板的平衡方程.为此需要计算表达式 
(11. 6) 的变分. 

将式 （11. 6) 中的积分分为两个积分之和，并且对于其中的每一个取变分. 
第一个积分可以写为 

/(▽ 2 m 

式中 df=dxdy 为面元，而 V 2 = d 2 / dx 2 + d 2 / dy 2 在这里 （ 以及 §12-14 各处）表示 
二维拉普拉斯算子.对该积分取变分，有 

5yf( V 2 ^) 2 d/ = j V 2 ^： V 2 ^d/ = JV(V • V S^df = 

=j V • ( V 2 ^： V 5^) d /- j ( V ^) • VV 2 ^ d /： 

自然，这里所有的矢量运算都是在二维坐标系叮内进行的.将上式右边的第一 
个积分变换为包围板面的闭路周线积分 

J V - ( V 2 ^ V 5^) d / = j > V 2 ^( n - W f 

式中 d/dn 表示沿边界外法线方向的导数.对第二个积分应用同样的变换，我们 

①楮确地把二维积分公式变换为类似的三维 公式. 体元 dV 现在起着面元 d / 的作用（和研究标贵 
一样），而代替面元 *1/ ■的是周线上的线元出乘以周线外法矢用 n ,出代换4/^/ 办 ，实现把按 d / 的积分 

变换为按 d / 的积分.这样，如果史是某个标用:.则 J " V « pd / = j < pndl . 




得到 


j(S7SO - VV^d/ = I V • (^VVY)d/-J^V 4 (d/ = 

= j>8^(n - VV 2 ^)d/ - ^ V 4 ^d/ = 


d vY 

j 


fs ( ▽ Yd / 


将所得到的结果代入原式即得到 


sj-j(V^) 2 d/= Js ^ v Yd / - ^ fd / 十 Y ffd /. (12.1) 

在 （11.6) 中第二个积分之变分的变换要更长 一点. 这个变换不是矢量形 
式，而是分量形式，这样更便于推导.于是我们有 


5 /{( 


Zl ) 2 

dxdy) 




这里的被积分表达式可以写为 

dx[ dy dxdy dx dy 1 ) dy\ dx dxdy dy dx 2 1 ' 

即它如同某个矢量的二维散度 一样. 因此能够把变分電新写为闭路周线积分 


d / d 8 ( d 2 C d 8 ( d 2 C \ 

f9vl fix ()xd\ dy fix 2 I ^ 




2 




dxdy I dx^ dy 


K = MfS-fSl 


+ i d i COse (MZL 

J l dy dxdy 

式中 # 是戈轴与周线外法矢量”之间的夹角（图 3 ). v 

根据公式 

—= cos0 —— sin0 j , 
dx dn dl 

d • 趄 d a d 

dy dn dl 

将※:对 JC 和 y 的导数，用对边界的法向 n 的导数和切向 
/的导数表示.于是，公式 （12.2) 中的积分具有下面的 

形式： 


dx ay 1 ] 


( 12 . 2 ) 



;J I … 1 d/ 


: d /^{2 sin 0 cos ^- sin 2 ^ 


lc . 


2 


图 3 

0 }. 




(y _ 货 +( 一 - sin 2 0) 


dxdy 


第二个积分可以对它取分部积分计算出来 • 因为是沿闭路周线取积分，积 
分限合并为同一个点，因此，我们很容易得到： 
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m 


ell 


sin ^ cos^i 


dr 1 



cns^d - sin*0) 


ZL 

dxcfy 



把所有的表达式综合在一起，件按公式 （11.6) 写出系数，最终得到下面的 
自由能变分表 达式： 


(…= D {{ v 4 ^ d / - ^ d /[ + 




d \ 


dx m 


( cos 2 6 - sin 2 ^) 


dxdy 


+ 


+ 




+ ( 1 


一 \ 




sinO 


Sx 2 


co ^ 0 


r 9 y 


)1}， 

(12.3) 


式中 

D 二 ― ,• (12.4) 

12(1 -(7 2 〉 

为了由此获得板的平衡方程，必须使变分汾’与板的势能变分 s (/之和等于 
零，而板的势能与作用在板 I :的外力打关.这个后面的变分等于板位移时的外 
力功并取相反的符9•.设厂是作用于板表面单位面积 t 的外力 1 ，其方向沿着 
表面的法线.于是，当板上各点位移％时，力所做的功为 


I p 晴. 


这样一來，作为板的总自由能为最小值的条件，我们有方程 


8 F t , - J/W = 0. 

在这个等式左边部分，即柯面积分乂有闭路周线枳分.面枳分是 


j\DV 4 C - P\8Cdf. 

在这个积分中，变分是任意的.因此要枳分等于岑，只有况前面的系数为零，故 

D V ^ = P . (12.5) 

这就是在外力作用下弯曲板的平衡力•程.在该方程前面的系数称为板的抗弯 

刚度. 

卜.面这个方程的边界条件可以由式 （12. 3) 中的闭路周线积分等于零得出. 
这里我们须研究几种不同的特殊情况. 

假设板边缘的一部分是自山的，亦即在这部分没冇作用任何 外力. 这样，在 
边缘的这部分变分％和 S ( < A 9 n ) 是任意的，于是闭路周线积分中在这两个变分 


①这里，力 P 忖以 M •体力（如艰力）作用的结果，等于体力沿板厚度的枳分 • 
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前边的系数必须等于零.这便得到两个方程 


d V 2 ( 


c)n 


+ 


(I - tr ) -^|cc)s^sin<9 


d 


dx ' f)v 


+ ( sin 2 0 - con 1 d) ^ ^ I = 0 , 

rixdy) 


( 12 . 6 ) 


V 2 / + ( 1 - f/-) 12sin^cos0 - sin ： 6> ^-r - cos'(9 ^-r j = 0. ( 12. 7 ) 

b [ dxdy dx' dy' J 

在板的所有自由边上这两个方程必须成立. 

边界条件 （12. 6) ，（ 12. 7) 是极其复 

杂的 . M 简单的是板的边缘为“固支”或 
“ 简支”的情形.如果板的边缘是固支的 
(图 4(a)), 则不能承受仟何垂直的位移， 

此外，这些边缘的方向 M 样也+能改变. 

住板边缘的这部分匕相对于初始位置旋 
转的角度等于（在(是小位侈时）导数來/ 
an . 这样一来，在板的固支边上，变分％ (to 
和 S (处/ 彻〉 等 于零. 于是，式 （12.3) 中的 
闭路周线枳分饵为零.在这种情形下，边 
界条件具有简单的形式： 

/=0, ^=0. ( 12.8) 




t . 曲的 第一式，实际 h 表示形变时在板的边缘根本就不承受垂直位移；而第二 

式，实际 h 表示在边缘上板仍然保持水平方向. 

+难确定间定点处从交座作用在板 h 的反作用力.这个力与板对支座作 

用的力大小相等方向相反.从一般力学已知，某个方向的作用力等于能量沿 
该方向对坐标的导数.例如，板 对支座 作用的力由能量对板边缘位移（的导 
数确定，取负圩•，而反作用力，等于同样的导数•取 iF •号.但是，这个导数不是 
別的， il : .是式 （ 1 2. 3 ) 中第二个积分 5( 前面的系数.这样一来，相对于边界单 
位长度的反作用力，等于方程 （12. 6) 左面的 衣达式 （ 当然，现在不等于零）乘 
以/人类似的，反作 M j 力組，由方和: （ 12 . 7 ) 左面的表达式乘以同样的系数《确 
定.这个结果由一般力学已知：力矩等于能量对物体旋转角的导数.板边缘处 
的旋转角等于导数</如，于是，相砬的力矩由式 （ 丨 2 . 3 )第三个枳分中 5( 私 / 
如）前面的系数确定•在这种情况下，这两个表达式（对于力和力矩的）由于条 
件（ 12.8) 而极大的简化广就是说，由于（和沿板边缘的整个周线处 
处等于零，所以它沿叻向/方向的各阶导数也都恒等于苓.考虑到这一情况， 
在式 （12.6) 和 （12. 7) 中.将关于文和）'的导数换成关于 h 和/方向的导数，即 
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得到支座的反作用力 F 和反作用力矩 Af 的如下简单表 达式: 


F 


D 


t de d l c 


c)n y dl dn 


+ 


2 


M = D 




(12.9) 
( 12 . 10 ) 


另一个重要的情形就是简支板（图 4( h )), 在简支板的边缘仅仅是支掙在 
固定不动的支座上，但是没有把它夹紧.在这样的情形下，在板的周边上（也就 
是支座支撑板的那条线上）没有以前所说的垂直位移，但决不保持方向不变.据 
此，在式 （12. 3) 沿闭路周线的积分中 


但是 


况 =0, 


〜 0. • 

dn 

因此，两个条件 （12. 6) 和 （12. 7), 只剩下了第二个.和前面的情形一样，在板的 
支撑点上的反作用力，也由位于式 （】2. 6) 左面的表达式确定（这些力的力矩在 
平衡时也等于零）.如果把导数化为沿着《和/方向的导数，考虑到，由于在整 
个周边 t (=0, 导数 </(?/ 和也等于零，则边界条件 （12.7) 将被简化•最 


后得到如下形式的边界 条件： 

(= 0 , 



( 12 . 11 ) 


习 



习题1 试确定固支边圆板（半径 尺） 在重力场中水平放置时的形变. 

解：取 极坐标，原点置于板的中心.作用在板面单位面积上的力为 f * = P hg , 
方程 （12.5) 具有如下 形式： 


▽Y=640, 



3 pg ( 1 - cr 2 ) 
\ 6 h 2 E 


(正的（与重力作用的方向一 致）. 因为（只是 r 的函数，所以在极坐标中 V 2 必 
须写为 V2 = + A( r A 


. 这个方程的一般积分是 


( = fir 4 + ar 2 + 6 + cr 2 In — + d\n —. 

在本题的情形，必须置 rf =0, 这是因为，在 r =0 时， In 士变为无 穷大； 同样， c = 

A 

0,这是因为，在 r =0 时，该项使 vY 成为奇点（这相当于将力附加在板的中 
心，见习题 3). 常数《和/>，由边界条件 r = /?时， （ =0,</咖=0来确定 • 最后 


得到: 


d(R 2 -r 2 ) 2 . 

习题 2 同习题 1 ，对简支边圆板求解. 

解： 在圆板情形下，边界条件 （ 12 . 11 ) 具有如下形式 

< =0 ， f + ff = °- 

类似于习题 1 的解法，可导出下面的结果： 




2 


)( ㈣ 

\ 1 + CT 


2 


习题3 试确定固支边圆板在板的中心附加力/时的形变. 
解： 除坐标原点外，处处都存在方程 


积分后得到 


ar' + 6 + cKln 


(又有带 lnr 的项，删去 ）• 作用在板上的总力等于附加于板中心的力/，因此 
遍及板面的积分应为 


▽钟 = 合 


由此得到 c =//(8 ttO ). 常数和由边界条件确定，最后得到： 


SttD 


y(/? 2 ~r 2 ) -r 2 lny . 


习题 4 同习题 3, 对简支边圆板求解 • 

答案： 


\ 6 ttD 


^^( R 2 - r 2 ) -2 r 2 ln —. 
L 1 +(7 r 


习题 5 试确定处于重力场的圆板在板的中心悬桂时的形变* 

解 ：关于 （的方程和它的一般解与习题1 一样，因为在板的中心位移 （=0, 
故 C =0. 常数和由边界条件 （12. 6) 和 （12. 7) 确定，在圆对称时有如下 


形式: 


最后得到 


㈣㈣ 卜 


卜 的+2«七:. 


习题 6 对物体施加外力，克服撕裂表面上作用的表面张力，从物体上撕开 
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一 个薄层（厚度为/，）•在给定外力的情形下，当撕裂表面具有一定的大小和撕 
裂板具有一定的形状时确立了平衡 （ 图 5). 试推出联系表面张力大小与撕裂板 
形状的公式. 



解：将 撕裂层作为板来考虑，其中一个边（撕裂的线缝处）被夹紧 • 作用在 
这个边上的弯矩由公式 （12. 10) 确定 • 当撕裂部分伸长汾时，该弯矩所作的 

功为 

M 吸 = M8x ^4 = d[^4) 8x ( 1 ) 

ax dx- \dx) 

(弯曲力做的功是二阶小量）.平衡条件是弯矩之功等于系统能量的改变.系 
统能量的改变由两部分 形成： 表面能的改变和撕裂板弹性能的改变，后者是由 
于板弯曲部分的伸长引 起的. 第一部分等于其中 a 为表面张力系数，因子 
2是考虑到撕裂时产生两个自由表面.而第二部分等于 

f — 

.24(1 - fj ") J \ Ar / 

( 能量式 （ 丨 1. 6) 应用于板的长度 5 a •上），即由式 （ 丨 ） 中功的一半组成.于是 
得到： 

a ' 4 U ，_) • 


§13 板的纵向形变 

纵向形变是薄板形变的特殊形式，它发生在板平面内，而没有伴随弯曲.现 

在我们来推导描述这种形变的平衡方程. 

如果板足够薄，则沿肴板厚度的形变可以认为是均匀的.这时，应变张量 
只是 V 和 y 的函数（选抒板平面为 W 平面），而与2 无关. 板的纵向形变通常 
是由于附加在板边缘 h 的力或由于板平面内作用的体力引起的.此时，在板 
的两个表面上的边界条件为 =0 . 又由于法矢量与轴方向相同，故有 
( T, t = 0,即 
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但是，应该指出，在下述的近似理论中，即使是拉伸外力直接附加于板的表面上， 
上述的这些条件仍然是有效的，因为这些力与板内的纵向应力相 
比较全部都是小量.由于在边界上等于岑，故而在整个板的小厚度 
之间，它们也将是 小量. 因此我们可以近似的认为在板的整个体积内这些量都 
等于零. 

令表达式 （11.2) 等于零，得到如下 关系： 







将它们代入一般公式 （5. 13) ,即得到应力张量，其不为零的分隞为 

( r MX =- - +( TU ry %^ 

1—(7 

(T yy - ^ 2 ( l^vy + °" U « ) ♦ (13.2) 

1 - (J 


E 



注意，借助于形式代换 



J ：. 述表达式就变为平面形变①时确定应力和应变之间关 


系的公式（由公式 （5. 13), 置^ =0). 

这样一来，在完全消去位移^后，我们就可以简单地把板视为一个没有厚 
度的二维介质（弹性平面）来研究，或者说，位移 矢量“ 是只具有两个分量和 
u 的二维矢量•如果广和 P v 是在板的单位面枳上的体力分量，则一般平衡方 

程为 






» 



将表达式 （13. 2) 代人上式即得到如下形式的平衡方程: 


Eh 



^ 2 u x 1 

dx 2 + 2(1 +a) 


d 2 U M 1 

办 2 2(1 - (7 ) 办办 *1 



①弹性 平谢问 题通常分为网类，一类 足平面 位变，系指在§7般后两段的论述；另一类就是 平面应 
力，即本 V /的 内容. 两类问题的蝻本/；•税是一致的，不同的只是物理关系前曲的系数，通过所给出的代换 
即可把平曲应力的物理关系转变成平曲形变的物理关系•当然也可以由式 （5. 13 )a 、=0直接 得到. 

—译者注 
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Eh 


d 2 


1 


d 


d 


1 


cr ‘ dy 1 2( 1 + or ) dx 2 2(1 — a ) dxdy 

这组方程可以写为二维矢量形式： 


P = 0 . 


(13.4) 


VV • u 


(T 


2 


V x V x « 


P 


(T 


2 


Eh 


(13.5) 


式中所有的矢量算子，都应理解为二维算子. 

特别是，在没有体力时平衡方程为 

VV • « x V XM =0. (13.6) 

2 

上述方程与沿物体 z 轴方向无限的平面形变之平衡方程 （ § 7 ) ①的区別只是系 
数位不同（按式 （13. 3) 代换）.像对平面形变一样，这里也可以引入由如下关系 

确定的应力函数： 

〜 = 窆， v 念， (13 * 7> 

它们自动满足写为如下形式的平衡方程： 

Wo , ^1 + 心 =0 . 

dx dy dx dy 

因为对于有关系式： 

V 2 Ar = ^,+^=^ ； (u„+a yy ) =7T^： V * U - 

该式与已有的平面形变的区别，只是式中的因子不 同. 所以，像以前一样，应力 
函数满足重调和方程（见 §7). 

这里我们指出下面的 情况： 当板由已知力附加于边缘而形变时，板中的应 
力分布与材料的弹性常数无关.实际上，弹性常数既没有包含在应力函数满足 
的重调和方程中，也没有包含在用应力函数确定应力分量的公式 （13. 7) 中 
( 因此也没有包含在板边缘的边界条件中） • 


习 题 

习题1 试确定围绕着通过圆盘中心并垂直于板面的轴作均匀旋转时平面 
圆盘的形变. 

解 ：待求 的解与 §7 习题 5 得到的旋转圆柱体平面形变解之区别只是常系 
数的值不同.径向 位移七 = u ( r ) 公式由下式 给出： 


①当沿：轴形变均勾时，在整个物体内 O ■:, = C:y =0,这时.称为平面应力状态，以区别于平曲 

形变，在平面形变时，整个物休内 =0. 
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R 


pf} 2 ( 1 - cr 1 ) ( 3+(7 

U= 8£ r (l + 

该表达式就是在§7习题5得到的公式中按式 （13. 3) 代换得到的 • 

习题 2 试确定半无限大平板（具有直线边界），在板边缘一点上向板内施 

加集中力影响下的形变. 

解：引 入极坐标，极角从施加力的作用方向算起，它的取值范 围从- （ W /2 
十 a ) 到 tt /2 - a , 其中 a 是力方向与板边缘法 
线间的夹角（图6 ) • 在自由边上所有的点，除 
了施加外力的点（坐标原点 ） 外，都必须实现 
CT “ =0的条件 • 利用在§7习题11得到 

的应力和 <7^的表达式，求出这些应力函 
数必须满足的条件：当屮=不 w /2 - a 时， 

也 = const ，一 ^ = const. 
i)r r cfip 

如果 | = r /( p )， 上面这两个条件即可实现•将 
其代入重调和方程 



图6 


2 


r i 

\±\ 

d 

.r dr\ 

dr) 

•> ^ 2 
〆 r )( p " 


AT =° - 

对于/ ( (p ) ，给出 sinp ， coscp , <psiiup ， (pcoscp 形式的解，它们中的前两个函数，导致 
应力恒等于零，由施加于坐标原点的正值力给出解： 


X 


F 


7 T 


r(p^\iup 


(T 


2F cos<p 


cr 


TT 


r 


r *f 


(T 




0 


( 1 ) 


( F 是在板的单位厚度上作用的外力的大小） • 实际上，在沿着以坐标原点为中 
心的小的半圆周上，将应力在平行和垂直于力尸方向上的分量积分（然后就可 
以想象小圆的半径趋于零），即可得到： 

cos^>d^ = - Jcr rr r sin(pd<jp = 0, 

即，这个积分值恰好与施加于坐标原点的外力相抵消* 

公式 （ 丨 ） 确定了待求应力的 分布. 它们是纯径向的：在任何一个垂直于半 

径的面积上只作用径向的压力.等应力线是通过坐标原点 ， r = dco &< p 的圆周，而 
圆心在沿着力 F 作用的直线上 （ 图 6). 

应变张量的分量： 


U 




U 




(T 






0. 


由此积分（借助于表达式 （1.8) 对极坐标表示的分量，即可求出位移矢量: 


u 


^cos^ln 丄 
ttE a 


\ - a ) F 


nE 


(pSITUp 
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2 aF . 2 F y r . 

— — sin ^) + — -In —— sin(p 
Tib irh a 


-cr)F 


(sin 屮一 ^prosip ). 


这里，积分常数是用这样的方法选择的：为了消除板的整体位移（移动或转动）， 
预想在力的作用线上距离坐标原点<1处，选择一个假定没有位移的点. 

借助于所得到的解，可以建立在板边缘上作用任意分布力的问题的解（比 
较 §8). 自然，在靠近坐标原点的附近它们是不适用的. 

习题 3试确定无限楔形板（顶角 2 cO 在顶点施加力作用下的 形变. 

解：确 定应力分布的公式，与习题2得到的公式的区别只是规定 不同. 如果 
力沿着楔形板的中间线作用（图 7上的力，则有 , 


r 丨 cos ^> 

r ( ot + - r-sin 2 a 


〜 =0 . 


如果力作用于中间线的垂直方向上 （ 图7上的力 F 2 )， 則 

F 2 co^(p 

cr fr —-:- • 

r | a - —sin 2 a j 

上述两种情形的每一个，角 p 都是从相应力的作用方向算 
起的. 

习题4 试确定圆盘（半径/0在直径两端施加一对大 
小相等方向相反的力 F /? 压缩时的形变（图8 ) • 

解：该 问题的解可由三个分布应力的叠加 求得. 其中 
两个分布.应力是 


2 F cos 少 


O 0 , 


2 F coscp 2 


{ 2 ) 

a r 2 , 2 = ^ 




式中的 r , ，化和 r ,, 是任意 一点尸 分别对应以 4 
和衫为原点的极坐标（上述这些应力是由施加于半 
平面边界一点上的法向力 F 产生的，见习题 2) .第 
三个分布应力是等强度的均匀 拉伸： 

〜 " ^ R Sik - 

实际上，如果 P 点置于圆板的周线上，则对于该点 
r , = ， r 2 =2尺 cos ( p : ，于是 

JO (2) F 
A 内〜 = 一 孑 


阉7 



图 8 
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因为，在该点 r , 和 r 2 的方向相互垂直，故我们看到，前面两组应力在圆盘的边缘 
上是均匀压缩，这个力正好抵消第三组的均匀拉伸.于是得出，圆盘的边缘上呈 
现出没有应力的自由边界 • 

习题5 试确定带有圆孔（半径尺）的无限板承受均匀拉伸时的应力分布. 
解：无孔连续板的均匀拉伸对应的应力是= T y o -^ ] = aiy =0,其中 T 为 
拉伸力.它们相应的应力函数为 

^ <0) = ——y 2 — -^-r 2 sin 2 ^ = ——Tr 2 ( 1 — cos 2<p). 

存在圆孔（中心在极坐标 r ，# 的原点）时，我们寻求形为下式的应力函数： 

X=X i{)) +AT ⑴， V) =/( r ) +^(^)003 2tp. 

重调和方程与 f 无关的积分为 

ty 2 

/(0 = ar \nr + br + clnr . 

而与 cos 2( p 成比例的积分，有 


F ( r ) = dr 2 + er A + 


这里引入的常数由下面的条件确定••当 r = oo 时 ， o ^" =0;当 
0. 最后得到 

"、 TR : 


X 


而应力分布由下式确定： 


2 


一 lnr + 


( 1_ &) cos H - 


or 


rr 


工 

2 


( 


R 2 


2 




i 2 


+ ( 1 -^4-lcos 


2(jp , 

« 


a 




2 


H 


3 R 4 


厂 ) cos 2 妒 j ， 


a 




1 

2 


[ 


2 R 2 3 R 4 


2 


I sin 2( p . 


K 时， o\ r = (7 


r 妒 


特别是，在孔边 = n 1 -2 cos 2( p ) ，而在史 = 士 j 时， =3 r ，即孔边应力是 
无限远处应力的3倍（比较§7习题 12). 


§14板的大挠度弯曲 

在 § 11 -13 讲述的薄板弯曲理论只适用于挠度足够小的情形 • 在这里我 
们预先指出，这个理论的应用条件是挠度 < 远小于板的厚度&现在我们转向 
推导大挠度弯曲板的平衡方程.此时，在与&相比较时，就不能假设挠度（是 
个小量.但是我们着重指出，如前所述，形变本身必须是小的，其意思是应变 
张量的分量必须是小的.实际上，这就是要求 （ <</,即挠度必须远小于板的 
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尺寸 /. 

—般来说，板弯曲时通常伴随有拉伸同时发生 ①. 在小挠度情形，这个拉 
伸可以忽略.而在大挠度弯曲时，绝不能作这样的忽略.因为此时.板内根本 
不存在任何的“中性 面”. 弯曲时伴随有拉伸存在，是板不问于细杆的特性，细 
杆可以在经受很大的弯曲时，没有感受到总的拉伸.板的这一特性是单纯的 
儿何性质.例如，将平面 IM 1 板弯曲成球面的一部分，如果发生的弯曲使圆周的 
长度保持不变，则必然要拉长它的 直径； 如果板的直径没有拉长，则必然要压 
缩它的圆周. 

在§ 11中，计算能量的公式 （ 11 . 6 ) 町以 称为纯 弯曲能 ，它只是板的总能量 
的一部分，这部分能量是在板没有任何总的拉伸时，由沿着板厚度的非均匀拉伸 
和压缩决定的.除了这部分能 t 外，在总的能 t 里面还应包括另一部分，这部分 
洽好是由这个总拉伸的存在决定的，可以把它称为拉 伸能. 

纯弯曲和纯拉仲的形变已经分别在§ 11，§ 12和§ 13节中研究过了.因 
此，现在我们可以直接利用那里已经得到的结果.这时，没有必要沿着板的厚度 
来考虑它的构造，我们可以从一开始就把板当作没有厚度的二维曲面来研究. 

首先推导 的是： 当同时受到弯曲和在自身平面内拉伸作用时，确定拉伸板 
(作为曲面考虑）的应变张 M 表达式.设《是纯拉伸时的二维位移矢量（分量为 
和从前一样/表示弯曲时的横向位移.于是，未形变时板的线元 

d/ 2 = dx 2 + dy 2 f 

形变后变为新线元 dr ， 它的平方 

d/’ 2 = ( d^r + du t ) 2 + ( dy + du ) 2 + cl( 2 . 


这里，记 dw ,= 
精度项的 dr 2 : 


du du 

心0，对于枞和 d 綱类似 的记法，我们得到具有更高 


dl f2 = d/ : + 2u afi dx Q dx fi . 


式中的二维应变张敁定义为 


(在本节和下节我们都将用希腊字母表示指标，它总共只取 X 和 y 两个值；照例， 
两个重 复指标表示求和）.在这里，忽略了、导数的平方项.当然.关于（的导 
数不能作同样的忽略，因为它们一般没有一次项. 

由公式 （13. 2) 吋确定与板拉伸有关的应力张量式中的必须用由公 
式 （14. 丨 ） 给出的总应变张 M 代替.纯弯曲能由公式 （ n .6) 确定，可以写为 


(14. 1 


①例如.平板町曲成柱形曲酣就足个例外. 
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jV, (()ckdy, 

式中的表示位于式（ II . 6 )积分号下面的全部表达式.根据一般公式，板 
在的单位体积的拉伸能为由此式乘以/»即得到单位表面上的能》，所 
以总的拉伸能就可以写为 

坫 ) d/, 

式中 



这样一来，板在大挠度弯曲时的总自由能为 

F pt = J[ AU) + 少 2 ( 〜） ] d/ (14.3) 

在推导平衡方程之前，我们先估计一下这两部分能量 •（ 的一阶导数是〖的数 
最级 ，其中/为板的尺寸；而二阶导数是（刀 2 的数量级.因此，由式 （ n . 6 )可见， 
t ~ EhY / 广① • 张量％的数量级是 f / z 2 , 因 此丸〜 呵 4 /广比较这两个表达 

式显见，在板的近似弯曲理论中，只有在< << h 2 的条件下，忽略％项才是合 

理的. 、 

能量最小值的条件记为：汾+ 3( / = 0，其中，是外力场的势能.我 们将认 

为拉伸外力（如果存在的话）的作用，在与弯曲力的作用相比较时可以忽略 （如 

果只是不太大的拉伸力，总可以作这样的忽略，因为薄板承受弯曲远比承受拉伸 

容易）.因此，对于 5" 也就有了 § 12中的表达式： 

8U JP5^d/, 

式中 P 是板面每单位面积匕的外力.积分式 jRd / 的变分，已经在§12中计算 


过了，为 

5f^,d/ = Dj V 4 ⑽ /• 

我们没有写出位于公式（ 12. 3) 中的闭合周线积分，因为它所确定的不是平衡方 
程本身，只是它的边界条件，而在这里边界条件还不是我们所关心的 问题. 

最后，来计算积分的 变分. 式中的变分即有对位移矢量《之分 M 的， 



①在进行数 t 级比较时，常引用记号“ ，，表示在它两边的鼠具有相同的数祉级，以下同. 泽荇注 
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单位体积内由能对的导数等于 6 T ^ ,因此(9% /^/ a ^ = •同时，用表达 
式（ I 4 . 1) 代换％，即得到 

抑/ = hf ^ su ^ d / = + ^ ^ q d/ , 

^ J ^ x p dx a dx a dx p dx Q dx^i 

或由于的对称性 

s 卜 f = hLJ^ + ^K ^L\df. 

】 ^ I dx p dx 秦 dx a \ 

现在利用分部积分我们得到 


这里我们又没有写出环绕板面的闭路周线积分. 
把所有得到的表达式归结在一起，我们有 


5 + ^ = /([z>w-^(c 羡 ) - 咖 “» = 0- 

为了使上述关系式满足恒等关系，父的系数和的系数必须分别等于零.于 
是，就得到如下的方 程组： 


DW A C - 




K 

dx ^ 


P ， 


(14.4) 


aar 邮 



(14.5) 


这组方程包含三个未知 函数： 位移矢量《的两个分量 u %1 u Y 和横向位移 
方程组的解，同时给出弯曲板的形状（即函数和由弯曲结果引起的伸 
长.方程 （14.4) 和 （14.5) 借助于引入的函数 Y 可以得到某些简化，函数1与 
是通过关系式 （13. 7) 联系的 • 将式 （13. 7) 代入方程 （14. 4) 后，式 （14. 4) 变为如 
下 形式： 




04.6) 


至于方程 （14. 5), 由表达式 （13. 7) 自然满足.因此必须再推导出一个方程，它 
可以由关系式 （13. 7 ) 和 （13. 2 ) 消去得到. 


为此，可按以下方法去作 • 首先，通过表示由式 （13.2) 我们得到 

U M = y(^„ - (JCTyy) , tt rr = °"rr - ) ， 以町 = 

由此，将用表达式（ I 4 .丨 ） 代入，而 rr # 用表达式 （13. 7 ) 代人，即得到下面的等 
式： 




角， 



8ll 、 1 


(I) 


2 




勃， 


fix dy fix By 


■ ■ ■ « A . ■ ■■ ■ ■ 


2 ( 1 + cr ) d z x 
E dxdy 


对第一个等式作用算子#/办 2 ,对第二个等式作用#/办 2 ,对第三个等式作用 
d 2 / dxdy . 然后，将第一个等式与第二个等式相加，并减去第三个等式.这样，含 
有 U t 和 U 、 的项，彼此相约，我们就得到如下的 方程： 


▽、叫 S 0-( 釾 1 


(14.7) 


(14.8) 


方程 （14. 6) 和 （14. 7) 是关于大挠度弯曲薄板的完全方程组 （ A . Foppl ,1907). 
这组方程极其复杂，甚至在最简单的情形下也不能有精 确解. 要注意，它们是非 
线性的. 

我们简略的提一下薄板形变的一种特殊情形，即所谓的膜 • 在薄板边缘上 
外加拉力时，它能承受很大的张力，这样的薄板称为膜.在这种情形下，可以忽 
略由于板弯曲产生的附加纵向应力，因此可以认为应力张量的分量就等于 
不变的外加拉 应力. 现在，在方程 （14. 4) 中，将第一项与第二项比较，前者可以 
忽略.于是，我们得到平衡方程 

h ( T afi, d zr + 尸 = 0. (14.8) 

dx a dXp 

边界 条件： 在薄膜的边缘周线上 （= o . 上面的方程是线性方程.特别简单的情 
形是各向均匀拉伸.这时，各个方向上的膜应力都是相同的.设^是施加于板 
边缘单位长度上的拉力的绝对值.于是= 7^_，我们得到如下形式的平衡 
方程： 

rvY + P =0. (14.9) 

习 题 

习题 1 试确定，当弯曲程度大到 i » h 时，板的挠度与作用在它上面的力 
的关系. 

解：估 计方程 （14. 7) 的各项表明，;当（》/1时，将式（14.6)中的第 
一项与第二项相比较，前者是个小量，后者的数量级为 Hx , l A - Ehf / l * ( Z 为板的 
尺寸）.与外力尸比较，得到 


4 . 1/3 


卜 


rp 

~Eh 


特别是，由此显见，（与力的立方根成正比 • 

习题2 试确定圆形膜（半径 /?) 在重力场中水平放置时的 形变. 
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解： 已知尸 = P g /，， 在极坐标中，式 （ 14. 9) 具有如下 形式: 


由 


0时解的有限性和满足 r = /? 时 （=0 的条件得到 


4 T 


(/? 


)• 


§15 壳的形变 

至今有关薄板形变的讨论，总是指未发生形变状态的板是 平面. 其实，本来 
就奸有弯曲形状的板（这样的板称为壳），它的形变所显现出的特殊性，与平板 
的形变有原则上的区别. . 

伴随平板弯曲引起的伸长，与板自身的挠度值相比，是二阶小量的效果.例 
如，表现在应变张 M ( 14. 1) 中，这一伸长取决于（的二次方.壳的形变完全是另 
外 一 种情况：在这 M ， 伸长是 一 阶小量的效杲，因此，甚至在小按度弯曲时也起 
t 主要的作用.从一个极简单的例子，最容易看清楚这个性质，那就是球壳的均 
匀拉伸.如果使球壳上所有的点都承受同样的径向位移（，则赤道长度的增加等 
于2喊,相对伸长为2吋/(27：/?) =(/反因此，应变张壁与（的一次幂成正比 • 
当 H 一 ，即曲率趋于零时，这个影响也趋于零，因而是与壳的曲率有关的特殊 

性质. 

设尺是壳曲率半径的数量级，它通常与壳尺寸的数量级 相同. 于是，伴随弯 
曲引起拉伸的应变张量就是尺的数量级，相应的应力张量是 EC / R 的数量级， 
而形变能（相对于单位面积的），根据式（14.2)，是的数 量级. 和从前 
一样，纯弯曲能是以 Y 2 / 〆 的数量级.我们看到，第一式与第二式的比为~ (尺/ 
M 2 , 亦即二者的数量级相差很大.我们强调指出，不管挠度 < 与厚度^之间存 
在怎样的关系，上面的结果都是成立的，而在平板弯曲时，只有在 A 时，拉伸 
才开始起作用. 

在某些情形下，可能存在壳弯曲的特殊类型，即在弯曲时不发生任何的 
拉伸. 例如，柱壳 （ 两端开 U ) ，如果在弯曲时使柱壳的所冇母线彼此保持平 
行（即沿着任何的母线挤压柱壳时），则可能存在没有拉伸的形变.这种没 
有拉伸的形变在几何上是可能的，如果壳具有自由边界（亦即不闭合），或 
者如果壳是闭合的，但它的曲率在不同的地方有不同的符号•例如，闭合球 
壳不吋能存在没有拉仲的弯曲，似是如果在球壳上开个孔 （ 并且孔的边缘不 
要间定），则这样的形变就成为可能 的了. 因为纯弯曲能远比拉伸能小，很 
明显，如果给定的壳容许没有拉伸的形变，则一般来说，壳在任意外力作用 
下，就会实际出现这样的形变.要求弯曲时没有拉伸，就给可能的位移^附 




加了很大的限制.这苎条件是纯几何的，并能够用微分方程的形式表示出 
来，它应该包含在关于这种形变的总平衡方程组里面.这个问题到此为止， 

我们不再讨论. 

如果壳的形变伴随有拉伸，则一般来说，拉伸应力比弯曲应力大得多，并且 
弯曲应力可以忽略 （ 建立在忽略弯曲应力基础 t 的壳体理论，称为壳体的薄膜 

理 论). 

壳的拉伸能，可以由遍及壳面的积分计算： 

f pl = ♦ j u W - d /， （15. 1) 

式中是相对于曲线坐标的二维（《,/3 = 1二）应变张量. I 衍应力张镇％与％ 
的关系式 （13. 2) ，现在可以用二维张量记号写为 

^ ( 1 + (r8 u0 u yy ] . ( 15. 2) 

1 - (T 

特别耑要研究的情形是壳承受横向集中力的作用.作为这样的集中力可以 
是从支座的固定点（或线）作用在壳上的反作用力.集中力使壳在施力点周围不 
大的区域内产生弯曲.设 J 是力/作用点区域的数量级（所以它的面积 
因为在距离^的长度范围内，挠度 （ 的改变相当大，故弯曲能（单位面积 t ) 的 
数量级是仙 Y / rf4 , 而总弯曲能（在数坫级为 d 2 的面积上） 〜 EhY '/ d 2 . 和从前 
一样，拉伸应变张量~(/汉，而由集中力引起的总拉伸能 〜 EhU / Rn 因为随 
的减小，弯曲能增加，而拉伸能下降，所以很明显，在确定施加集中力附近的 
形变时，必须考虑这两部分能 M . 弯曲区域大小^的数级由这两部分 能蛰之 

和取最小值的条件确定，于是 

d - / hR f (15.3) 

此时，能设的数量级是 Eh 2 C / R . 使按照 < 变化的能 M 和力/的功相等，即求出 
挠度卜作/烈 2 . 

但是，如杲作用在壳上的力足够大，则壳就会产生挠曲，使其形状发生相当 
大的改变.在这种特殊情形下，确定形变与附加荷载的关系需要专门研究① • 
设凸壳（具有确保几何刚度的固定边界）受到一个沿表面内法线方向的较 
大集中力/的作用.为简单起见，我们假设壳是半径为尺的球壳的一部分，挠曲 
部分是个球冠，它近似于初始形状的镜像（图 9 表示壳的子午线断面）.现在的 
问题是确定挠曲尺寸与力大小之间的 关系. 

①本文下曲叙述的结果 W 于波格列洛夫 （ A . B . noropeAOB ( I 960)). 该问题史楮确的分析，以及其 
它类似的问题可■以#见他的矜作： TeopM « o 6 o^omck npH 3aKpHTMHecKMx Ae<})opMauHHX (超临界形变的壳 

体理论） .MocKBa: HayKa • 19^8, . 
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弹性能的主要部分是集中于挠曲区域边缘 
使壳体受到较大弯曲的狭条地带（把它称为弯 
曲狹条，用^表示它的宽度）的 能量. 我 们佔汁 
一下这个能量，假设挠曲部分的尺寸（半径） 


r «/?，这时角 a « i ( 见图 9). 此时， r = Rsina 
- Ra y 而烧曲深度好 = 2 尺 （1 - cosa ) ~ Ra . 

(表示在弯曲狭条内壳上各点的 位移和 前面 
已经做过的完全一样，我们得到每单位表面面 
积上沿着子午线的弯曲能和沿着纬线的拉伸 


能①，相应的数量级分别等于 


d A 


和 


R 2 



在给定的几何情况下确定位移 < 的数量级： U 

在宽度上面的子午线方向改变了一个角~«，由此，（~0^~4//?.乘以弯曲 

狭条的面积 （ 我们得到能量 

£/?V 心. EhdY 


由它们之和的最小值条件，我们重新求出弯曲狭条宽度 J ~ (&尺） |/2 ,而这时总弹 
性能- £> 3 ( fc //?) 5/2 , 或换成另一种形式②： 

const • Eh 5/2 -^- 9 (15.4) 

A 


在进行推导时我们已经假定 4 << r ，因此，公式 （15 . 4) 在满足下面的条件时是正 
确的： 

^<<1. (15.5) 

r" 

在形成挠曲时，球冠的外层变为内层并相应的受到压缩，而内层变为外层受到拉 
伸.相对伸长（或缩短）~ 尺.所以，跟它们相关联的翅曲区域的总能量 
^ E ( h / R ) 2 hr 2 . 在式 （ 15 . 5) 的条件下，与弯曲狭条的能最式 （15. 4 )相比较，烧 

曲区域的总能量确实是小的. 

待求的挠曲深度 W 与施加力/之间的关系，可以由使/与能量式 （ 15 . 4) 对 
A / 的导数相等 得到. 于是，求出 


① 弯曲时.壳体沿子午线的曲率.在第一次近似时没有影响，所以，就像平板的柱形弯曲一样，沿子午 

线没有发生总的拉伸. 4 

② 史•梢确地计算给出式子前面的常系数值 ： const = 1.2( 1 - a 2 ) i/4 . 


(15. 6) 


E 2 h” 

我们要注意到这一关系的非线性性质. 

最后，假设壳的形变（挠曲）是在均匀外部压力 P 作用下发生的.在这种情 
形下，外力功等于 pAh 其中 Al /~// r 2 ~ H 2 R 是在挠曲时受限制壳的体积变化. 
令总自由能（亦即弹性能 （15. 4) 减去上述的功）对 A / 的导数等于零，得到 

l 5 rf2 

H 与 • 05.7) 

R p 

相反的相关性质（在/，减小时，// 增加） 表明，在这种情形下，挠曲状态是不稳 
定的.由公式 （15. 7) 确定的//值适合于在给定时的不稳定 平衡： 具有较大 
A / 值的挠曲自发的增长，而具有较小//值的挠曲自发的减小（很容易验证，即 
在式 （15. 7) 相应于最大值时，而总自由能不是最小 值）. 存在这样一个外荷 
载的临界值，超过这个临界值后，甚至壳形状的一点小变化也会自发的 
增加.可以估计一下这个临界值，把它作为公式 （15. 7) 中的/>值，给出 

即可 得到： 


Eh 

~R 2 


(15. 


我们在上面只是简单而综合地讲述了壳的理论，在本节后酣的习题中附有 
若干简单的例题. 


习 题 

餳 

习题 1 试导出球壳（半径 尺） 对称形变的平衡方程，对称轴通过球壳中心 • 
解 ：利用 球坐标系（坐标原点位于球壳中心，而极轴沿着形变壳的对称轴） 
的角作为壳面上的二维坐标. 

设厂为相对于壳面单位面积上的径向外力，该力必须与作用在壳元上的切 
向应力之径向合力相 抵消. 相应的条件 记为： 

or ㈣ +(T 00 ) =P r . ( 1 ) 

该方程精确的类似于熟知的确定两种介质压力差（与作用在分界面上的表面张 
力有关）的拉普拉斯方程. 

其次，设 K 60是在 0 = const 的纬线圆周往上的壳面上作用的全部外力沿 
极轴 （ z 轴）方向的 合力. 该力必须与作用在亮面同 一讳线 圆戴面 2irRh sin 0 上 
的应力在 2 ：轴方向的投影 2uRhcr m s\n6 相 抵消. 由此 

2 TrRhar tw s \ j \ 0 - QA 0). (2) 

由方程 （ 1 ) 和 （2) 可确定应力分布，然后按如下公式求应变张量： 
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= 7 ( a 洲 - 0^(7^ ) , - (Tff 洲）， =0 - (3) 

最后，位移矢量可借助于下面的方程 求出： 

« 洲 = 七 ( 急 + «,}， =-^-( M « cot 0^u r ). ⑷ 

习题 2 试确定圆顶向上放置的半球壳在自重影响下的形变，圆顶的边缘 
可以自由的沿着水平支座移动（图 10). 



解： 我们有 

P r = - pghcosd t Q. = - 2tt/?" ( 1 - co^6)pgh 

((? : 为 6 = const 的圆周往上那部分壳的总 重）. 由式 （1) 和 （2) 求出 

f^pg - 1 1 


(T 


, ( T rr = - 


- cos6\. 


COS0 ^ — rr 一 \ 1 +COS0 

按式 （3) 计算和然后由方程 （4) 计算\和 u f (积分第一个方程时出现的 
常数，要用 0 = tt /2 时〜二0来确定），结果 得到： 


U 




Rpg{ 1 +cr) 
E 


vo%6 


u 


R 2 pg( 1 +cr) 
E 


1 + COS0 

2+(7 


+ ln( 1 + cos(9) sinO y 


cos0 - cos 汐 ln( 1 + cos 汐） 


(T 


在 0 = tt / 2 时 ， u v 给出支座水平位移值. 

习题 3试确定具有边缘固定，圆顶朝下放置的半球壳的形变；设壳内装满 

液体（图1丨），而与液体重量相比，壳体本身的 
重量可以忽略 • 

解： 我们有 

P r = p {) gRcosd, 匕 = 0， 


M 


Q, = 2iyR 2 1 P r cos0^\nf)i\0 = ^ —— (1 一 cos 3 沒） 

J o j 



图 11 





(Po 是液体的密 度）. 其次，用公式 （1) 和 （2) 求出 


一 R Pug ( 1 一 cos ； 0 ) 
冊 3 /i sin 2 0 

对于位移，可以求得下式： 




R PoS ( — 1 + 3cos0 - 2cos 3 0 ) 


sin 2 6 


^ Po^( ^ + o') # r cos 沒 


^ 7 ~~ - sin^f - + ln(l + cosd)] y 

3 Eh 1 + cos 权 


R Po^( 1 + ^) r ny ( ! n、 , 3cos(9' 
i/ r = - —— - cos0ln( 1 +cos0) — 1 + - . 

3 Eh L 1 + (T\ 

在 0 = tt /2 时，、仍然是有限值而没有化为零，而它必须 为零. 这就意味着，在壳 
体的固定边缘附近，实际上发生了相当大的弯曲，所得解答已经变为不再适 
用了. 

习题 4 有一形如球冠的壳，它的自由边缘支放在固定的支台上（图 12), 
试确定在自重作用下壳的挠度值. 

解：主 要形变发生在翻卷的边缘附 
近（图12上的虚 线）. 此时， 位移、 远 

小于径向位移〜因为，（随着离开 777^77 7 ^77777 

支撑线而迅速的减小，于是产生的形变 \\ / 

就可以当作长度为 2 tt 尺 sina 的平板形变 、、、 2 a / R 

来研究.它是由板的弯曲形变和拉伸形 '、、/ / 

变组成的.板上每一点的相对伸长等于 

(//?( 尺是壳的半径），因而，拉伸能（单 m 12 

位体积的）为引入一个距支撑线的距离 x 作为独立变量，则总拉伸 

能为 


、令 


图12 


厂 … 丨 = 2Tr/?sina 盖 Jd 


而弯曲能为 






2 


将和 F p| 十厂…对^：取变分，得到如下 方程: 


dx 4 


12(1 - a 2 ) 

~~ h ^ 2 ~~ 
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当 ^_> oc 时，（必须趋近 于零； 而当 ： C =0时，必须实现力矩等于零的边界 条件: 
r =0. 弯曲时，壳面的法向力与相应的重力分量相等的 条件： 


2 ▲⑽ 12(1-^ = 卜- 


满足上述这些条件的解为 


^ = 4e ^ coska", 


式中 

[3(1 - tr 2 ) 1 1/4 A Ocolar 3/? 2 (1 - tr 2 ) ] 1/4 

叫作 , A= ~Eh~[ 


壳的挠度值为 


d = ((0 ) cosa = A cosa. 


§ 16 杆的扭转 

现在我们来研究细杆的形变.这种情形与前面所研究过的各种问题的不同 
之 处是: 即使形变很小（即应变张量〜很小），位移 矢量“ 也可能很大①.臂如， 
细长杆在小弯曲时，甚至杆内相邻点的相对位移很小，而杆两端在空间可能有 r 

相当大的移动. 

杆的某些部分能够伴随发生较大位移的形变有两种类型：第一类是杆的弯 
曲，第二类是杆的 扭转. 我们首先研究第二种情形 • 

扭转形变是这样的形变 ：即在 形变时杆仍然是直的，但是杆的每一层横截面 
与位于它底下的横截面之间相对的转动了某个角度.如果杆很长，则在小扭转 
时，相隔足够远的两个截面彼此之间也能够转动较大的角度.杆侧表面上的母 

线，形变前与杆轴平行，在扭转时变成了螺旋的形状. 

我们来研究任总戴_的细直杆.选取坐标系，使2轴沿着杆轴，坐标原点吋 
以取在杆内的任何一点.引入扭转角 T 作为杆在单位长度上的旋转角.这就是 
说，处于距离为心的两个无限接近的横截面，彼此的相对旋转角为 （1 <P =7心（于 
是 T = dip / i \2). 我们假设扭转形变本身很小，亦即杆上相邻部分的相对位移很 
小.这个条件就是当沿着杆长度的距离为杆的横截面尺寸尺的数量级时，两截 
面的相对旋转角很小，亦即 

tR « 1 (16. 1) 

现在我们来考察在坐标原点附近不长的一段杆，并确定其中各点的位移 M - 
选取在坐标平面 叮上的 横截面作为没有位移 的面. 众所周知，在径矢「旋转一 

①只冇不改变杆形状的简中•拉伸足个例外，即在小的拉伸时•除 r 张 m q 总是小请外•矢1 “同 
样也是 小萤. 
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个小角知时，其端点的位移由如下公式 确定： 

8 r = Sip x r (16. 2) 

式中和?是一矢量，其绝对值等于旋转角，方向与旋转轴相同.现在的情形是 
绕 z 轴旋转，并且对于坐标为 2 的点相对于坐标平面7的旋转角等于 TZ (坐标 
原点附近的区域，角 T 可以视为常 M ). 现在，由公式 （16. 2) 给出位移矢量的 
分量： 


u 4 = _ rzy 9 u t = tzx. (16. 3 ) 

一 般来说，在扭转时，杆上的点也产生沿着 2 轴的位移.因为7=0时不存在 
这个位移，所以在小的 T 时，可以认为沿2轴的位移与7•成正比.于是 

= Tif/(x,y) , ( 16. 4) 

式中 ) 是 a •和）•的函数，称为扭转函数.因而由公式 （16. 3) 和 （16. 4) 描述 
的形变是这样的形变，即杆的每一个横截面绕2轴旋转，同时还发生了翘曲形 
变，而不再是原来的平面.必须指出，按一定方式在 W 平面选择了坐标原点，就 
相当于我们把杆截面卜_的一个确定点“固定”住了，所以它就不能在这个平面内 
移动（但是，可以沿着-，轴移动）.自然，改变坐标原点的选择，不会影响扭转形 
变本身，而只是引起了一个一般并不重要的整体位移. 

知道了《之后就可以求出应变张量的分量.因为在所研究的区域内《很 
小，所以可以利用公式 


最后 得到: 




(16.5) 


注意，^ =0,换句话说，扭转并不伴随体积的改变，亦即扭转是纯剪形变. 
关于应力张量的分量，我们得到： 



dx 

(在这里，利用剪切模 Mm 来代转 E 和^比较方便）.因为只有和不为零， 
所以，一般平衡方程 Sa ik /clx k =0现在归结为方程 



y 


=/AT l ^ + 


(16.6) 


dx 



= 0 . 


将式 （16.6) 代入上式，我们得到扭转函数应该满足的 方程: 


(16.7) 


V 2 r/f =0, 


( 16 . 8 ) 
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式中 V 2 是二维拉普拉斯算子. 

但是，更为方便的是引用另一个辅助函数它定义为等式 


or .: - a Y： = 麵2 从 T 字， (16.9) 

ay ax 

对于这个函数，在杆截面的周线上可获得更为方便的边界条件（见后面）.比较 
式 （16.9) 和（16.6)，得到 


K g =- 2 S - 


( 16 . 10 ) 


将第一个等式对>•取导数，第二个等式对: t •取导数，并从其中的一个减去另一 
个，即得到关于函数; T 的方程： 


▽>= - I . (16. 11) 

为了确定在杆的表面上的边界条件，我们注意到，由于杆细长，在侧表面上 
作用的外力远小于发生在杆内部的应力，因而（在寻求边界条件时）可以令其等 
于；. 这一问题详细的精确分析类似于我们在研究薄板弯曲时已经做过的那 
样.这样一來，在杆的侧表面上应有 =0. 由于: :轴方向与杆轴一致，所以 
法矢驗只冇分量〃因而，所写的等式归结为如下 条件： 


将式 （16. 9) 代入上式，得到 


or ：% n t ^cr iy n % =0 f 


但是，忏截平面边界线之法矢量的分量为 


dy 

Tr 


ll.V 

Tr 


式中是边界点的坐标； d / 为弧元.于是我们得到 

咖=0, 

由此; t = const ，亦即在截面的边界上;^是常数.因为在式 （16. 9) 的定义中， 
只引入了函数 | 的导数，很明显，对于这个 函数吋 以增加任意的 常数因 
而，如果截面的边界是单连通的，作为方程 （16. 11 ) 的边界条件②，不失一般 
性，可以令 

^ =0. ..疆 16. 鋼 I 


dx dr 


① 该辅助函数亦称为杻转应力喊数. ——译名注 

② 关于用方程 （16. II ) 和边界条件 （ I & 12) 确定杻转形变的 问越, 4关于 Hi 方程 (14.9) 确 
定平 ifti 消脱承受均勻疴钱下的作曲形状的 M 题，两荇在形式 i : 足相1"1 的. 

我们 注怠到 .同样有效的还有流体力学比拟:即用形如 （16. II )的方程确定黏性流体沿翁竹截面的 
速®〃 U , y ) 分布问题，边界条件 12) 相当于在固定管壁上 p *0( 参见第六卷 • #17). 
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在多连通的情形下，在每一个形成边界的闭合曲线上， | 具有不同的常数值.因 
此，只能在其中的一个边界曲线上，例如在外边的边界（图13 h 的<^)上，令| 


等于零.在其他的边界上4的值由位移单值条件 
确定（位移= TlJj(xO ) 是坐标的函数）.注意到扭 
转函数 ( AU ，. v ) 的单值性，则它的微分 d «/ r 在闭路周 
线上的积分必须等亍零.因此，借助于关系式 
(16. 10)，我们有 


¥ = f (S C,A + % Ay ) 



2+( ^dy - $ cbr ) _ 多 (Ady - ydx ) =0, 图 13 


或 






- s ， 


( 16 • 13) 


式中是函数; T 沿边界外法线方向的导数，而 S 为该边界线所包围的面积 • 
将式 （16 . 13) 应用于每一个闭合曲线 c ,,(： 2 ，…，我们即得到待求的条件. 

现在来确定受扭转杆的自由能.对于单位体积的自由能，我们有 


F = -y 1 = + ^ y： u y3 = ^((7 2 „ 

将式 （16.9) 代入上式，得 

F = 2 ^ r 1(i) + (J) ]= W ( V ^) 2 , 

式中符号▽表示二维梯度.相对于单位长度杆的扭转能，可由上式遍及横截面 
面积的积分求出，结果等于 Ct 2 /2, 其中系数 （:为 


C = 4/i|( V^) 2 d/ f 

我们将 C 称为杆的抗扭 刚度. 杆的总弹性能等于沿其长度的 积分： 

= y|Cr 2 cb. (16.14) 

将式 C 中的（▽幻 2 写为 

(▽ 义 ） 2 = ▽ • ( x v x ) V 2 X = V • (^ V^) +x ， 

并将第一项积分变换为沿杆截面的闭路周线积分，则得到 
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( 16, 15) 


如果截面的边界是单连通的，则由于边界条件;^=0,使第一项消失，上式变为 



4 /x 


( 16 . 16 ) 


对于多连通的边界 （ 见图13)，在外周线 C u 上置 ; r =0,汴通过心表示内部周线 
C k 上的; r 值，借助于式 （16. 13) 我们得到 


c = 4 /t Yx k S k + 4 fjLjx^xdy ( 16. 17) 

(必须指出，式 （16. 15) 中的第一项积分，在周线 C n 上按正向取积分，而在周线 
C k 上按反向取积分）. 

现在我们研究扭转屮最普通的情形，就是杆的一端同定不动而外力仅附加 
于另一端表面的情形，这些外力只使杆件产生扭转，而没有任何其它的形变（例 
如弯曲形变）.换句话说，它们组成了某个环绕固定杆杆轴的力偶，该力偶矩用 
M 表 7 K . 

很自然的预想到，在这种情形下，沿杆长的单位长度扭转角 T 是个常敎.例 
如，从平衡时杆的总自由能为最小值的条件即可以确倍这一点.形变杆的总能 M - 
等于匕 " 之和， K 中，"为由外力作用引起的 势能. 将 r = d ^/ dz 代入式 
(16. 14) 并对 p 取变分，求得 


4J c (s 2d :“"m d : + w =o , 


或进行分部枳分，得 


-fc ^^ S(pdz + SU + CrScp 
J dz 



上式左边的最后一项，是积分 1: 下限 （ 即杆件两端面处）的 差值. 杆的一端，比 
如说下端固定，因 Ifii 在那里知 =0. 至于说到势能的变分5(/，它是外力在旋转 
角知上做的功，但取相反 符号. 由一般力学已知，旋转时力偶的功，等于旋转 
角与力偶矩之积财 5<iP. 因为没有任何其他的外力，所以 -A/5(iP ， 于是我们 
得到 
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C —8(pdz + 8cp( - A / + Ct ) = 0. (16. 18) 

J uz 

在左边第二项取杆的上限值. 在对心 的积分中，变分知是任意的，因而必须使 
Cdr / d ^ = 0,亦即 

r = const . (16. 19 ) 

于是，沿着杆的整个长度，单位扭转角是个 常值. 因此，上端面相对于下端面的 

总旋转角等于单位扭转角 T 与杆长丨之积 

方程 （16. 18) 中的第二项，同样也必须等 于零. 由此得到常扭转角的如下表 

达式： 

T ^—. (16.20) 

C 


习 题 

习题1试确定圆截面（半径 /?) 杆的抗扭刚度 • 

解 ：习题 1 -4 的解，在形式上与黏性流体在同样截面管里运动问题的解是 
一样的（参见 74 页脚 注）. 流体通过管截面的流量对应这里的 
对于圆截面杆 （ 坐标原点在截面中心）我们有 

x = _ y 2 )• 


抗扭刚度: 



11〆 

2 


对于函数必，由式 （ 16 . 10) 得屮= const . 但是，按照式 （ 16. 4) ，常量 少相当 于杆件 
整体沿 z 轴的简单位移，因此可以认为 ^ =0. 因而，圆杆的横截面在扭转时仍然 


保持为平面 • 

习题2 同习题1，但截面改为椭圆（半轴为 。和 b ). 
解：抗 扭刚度 


C = IT/il 




纵向位移分布由扭转函数给出如下： 

少= 


b 2 -a 2 

V7a^ Xy 


( 坐标轴沿椭圆轴方向 ）• 

习题3 同习题1 ,但截面改为等边三角形（边长为 a ) 的形式 • 
解 ：抗扭 刚度： 
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扭转函数 



^ ^y){x^3 -y). 

oa 

同时，坐标原点选在三角形的中心，而 x 轴与三角形中的一个高重合. 

习题 4 同习题丨，但杆件为一长条薄板（宽为 <厚为 h ^? h « d ). 

解 ：这一 问题相当于黏性流体在两个平行壁板之间的流动问题. 结果： 

n fjLdh s 

L= 丁. 

习题 5 同习题1，但杆件为一圆管（内外半径分别为 &和尺 2 ). 

解 ：函數 

AT =y(^2 -^) 

(在极坐标中）在圓管截面的内外边界上满足条件 （16. 13) ,按公式 （16. 17) 求出 


C=ffL(K 一 <)• 

习题 6 同习题 丨 ，但杆件为任意截面的薄壁管. 

解：由于管壁薄，可以认为沿着壁厚/»，函数彳按线性规律；^ = u //? ( y 为沿 

壁厚的坐标）从一侧的零变到另一侧的于是，由条件 （16. 13) 给出 x 、 L/h = 

S ， 其中 L 是管截面边界线的长度，而 S 是边界线包围的面积.在表达式 （16. 17) 

中，第二项远小于第一项，于是我们得到 

4 hS 2 fi 
C ~ L ' 

若把管沿着其中的一条纵向母线剪开，则抗扭刚度急剧下降，变为（根据习题4 
的结采 ）C =fiUi 3 /3. 


§17杆的弯曲 

杆弯曲时，一些地方受到拉伸，另外一些地方受到压缩.在杆弯曲的凸起一 
侧的纤维拉长了，而在内凹一侧的纤维缩短了.如同薄板的情形一样，在杆的内 
部沿着杆长存在一个“中性面”，在中性面上，既不发生拉伸也不发生压缩，它把 
杆划分为压缩区域和拉伸区域. 

我们先从研究一小段杆的弯曲形变开始，可以认为它是小弯曲.在这里对 
于小弯曲的理解是，不仅应变张量是小的，而且杆上各点位移的绝对值也是小 
的.我们这样选择坐标系，使原点在所研究那段杆的中性面上^轴平行于未形 
变的杆轴，设弯曲发生在 n 平面内.在杆的小弯曲时，可以认为弯曲发生在单 
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一的平面内，这与下面微分儿何中熟知的结果有关，即微弯的曲线对于平卤的偏 

离（称为曲线的挠率）与曲率相比较是高阶小 a . 

类似于板弯曲和杆扭转的情形，在细杆弯曲时，作用在杆件侧表面上的外力 
与发生在杆件内部的应力相比较是个小量，故在确定边界条件时，" I 以认为这个 
侧表面上的外力等于零.于是，在杆的全部侧表面上有〜=0,又因为 ' =0, 

所以 

w ， =0, 

令/ = r , r 可写出另外两个类似的等式.在杆件横截面的边界线上选择这样的 
点，使在该点处边界的法矢量/ I 平行于 A ： 轴，另一个这样的点在对面边界的某 
点.在这两点上 =0, 则由上面写出的等式有 =0. 但是，因为假设杆本身 
很细，如果在截面的两边为零，则沿着整个截面它也是小的，所以可以在整个 
扦中设 o \,=0. 用类似的分析方法使我们确信，所有的应力张量的分量除了 
外全都等于零 . 换句话说，在细杆弯曲时，应力张量的分量中只有拉伸 （或压缩） 
的分设是比较 大的. 只冇应力张量之分量不为零的形变，不是别的，正是简 
窄拉伸或简单压缩的形变 （§5). 这样一来，在每一个弯曲杆的体元内都是发生 
简单拉伸（或压缩）.自然，这个拉仲量的大小，在杆的每一个横截面上的不同点 
是不一样的，因此整个杆会发生弯曲. 

不难确定杆件内每一点的相对伸长量.我们考虑坐标原点附近平行杆轴方 
向的任—线元 dz ， 住杆弯曲时，心的长度有所改变，设其变为等于心、只有位于 
中性面上的单元长度保持不变.设尺为坐标原点附近中性面的曲率半径，线元 
A 和 dz ， 的长度，可以看作是具有相应半径为尺和尺 + X 的圆周上之弧元的长 

度，其中 * •是线元 d / 所在点的 X 坐 标值. 因此 

dz r = 尺 ： X dz = 

A 



于是，相对伸长等于 


dz r - dz 


dz 一 R. 

另一方面，线元心的相对伸长等于应变张镇的分敏因此 


R 


(17. 1) 


现在，我们可以直接利用简单拉伸时存在的关系式 


ZZ 


R 


E. 


写出 cr K ， 这样一来 

(17.2) 


直到现在为止，关于弯曲杆的中性面的位置仍然还没有 确定. 它可以由如 
下的条件来确定，即我们这里所研究的形变必须是纯弯曲，杆没有任何总的拉伸 
或压缩，因此作用在杆横截面上的应力之合力必须等于零，也就是遍及横截面面 
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枳取的积分 


必须等于零.因此，用表达式 （17. 2) 代荇这里的则导出如下 条件： 

J^d/ = 0. (17.3) 

另一方面，可以引入杆截面惯性中心的概念，它与相应形状均勻平板之惯性 
中心的公式是一样的.惯性中心的 坐标： 

卜 df Jydf 

Jd/’ Jd/ 

这样一来，条件 （17. 3) 就表示在原点位于中性面的坐标系中，杆截面惯性中心 
的^•坐标等于零.换句话说，中性面就通过杆横截面的惯性中心. 

应变张量之分量，除了 ％不等于零外，还有两个分景也不等于零，因为在简 
承拉伸时有=、= - ( TU ^. 知道 f 应变张量后，也就不难求出该点的位移. 
我们写出 




du. 

X 


c)u y 


orx 


u .. = 

m ■ 

dz 

"~R 9 

dx 

_ 办 

= 一 

R ， 


du ， 

+ ― 1 : 

= 0, 

丨 H 

du y 
v — 1 - : 

= 0 f 

du y 

du 2 

+ 2 =0 

r)z 

dx 


dx 


dz 



积分这组方程可得到位移分量，表达式 如下： 

Us = +o-(x 2 -y 2 ) ] , u t =^. (17. 4) 

式中已置积分常数等于零，这就是说，坐标原点已经在空间里被固定住. 

由公式 （17. 4) 可见，位于横截面 2 = const 上的点，弯曲后都处在下面给 

出的面上： 

2 = 2 0 + 1 /-= 2。(1 + 音 ). 

我们看到，在所考虑的近似程度内，弯曲后的截面仍然保持为平面，只是相对于 
原来的初始位置旋转了某个角度.但是，截面的形状已经改变了，比如矩形（设 
边长为《和 6) 截面杆，截面边界上的两个侧边 （ y = ±6/2) 在弯曲后占据了下面 
给出的 位置： 



亦即它变倾斜了，但仍然是直线.而在边界的上下边 ± a /2) 却弯成了抛物 
线形状（图 14)： 



它遍及整个横截面的积分为 


2R 




(17.5) 



I 

此式即是弯曲杆在单位长度上的&由能.式 〜 〜〜〜-一一一 1 

中的曲率半径是中性面的曲率半径.但 
是，由于杆细长，在同样的精度下，在这里， ® 14 

就可以把弯曲杆本身看作是一条没有粗细 

的曲线（通常称为弹性曲线），并简单的认为尺就是弹性曲线的曲率 半径. 

在表达式 （17. 5) 中，比较方便的是引入杆的横截面面积惯性矩的 概念. 
面所在平面上关于 y 轴的截面惯性矩定义为积分 


d /， 


(17.6) 


亦即，类似于一般力学中转动惯量的概念，其不同之处只不过是这里用面元 d/ 
代替了质 量元. 于是，杆的单位长度自由能可以写为 


2R 


(17.7) 


现在我们再来确定作用在杆件给定截面上的应力之力矩（该力矩称为弯 
附加于截面面元 d / •上的力为0^/ =去£ ( 丨/，方向沿着 2 轴.它关于 y 轴的 


矩）.附加于截面面元吖上的力为/ 
矩为因此，关于 y 轴的总力矩为 


y 


JVd/ 


EL 

R 


17. 8) 


因而，弹性曲线的曲率 1/ 尺与所在截面上作用的弯矩成正比. 

惯性矩/、与 >.轴在截平面上的方向有关.比较方便的办法是像通常在一般 
力学中那样，用两个所谓的主惯性矩来表示如果0角是 y 轴与杆截面的一 

个主惯性轴的夹角，则 

/ 4 = /, cos ' 6 + / 2 sin 2 6 » (17.9) 

式中/,，/ 2 是主惯性矩.通过^轴和杆截面主惯性轴的平面称为弯曲的主平面 • 
例如，如果杆截面是矩 形截阁 （边长为 a 和 6), 则它的惯性中心位于矩形的 
中心，而主惯性轴平行于矩形的两个边 • 主惯性矩为 

/,= 尝， / 2 =iy- ( 17 . 10 ) 


12， 
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在识 I 截面（半径为 /?) 时，惯性中心位于圆心，而主惯性轴的方向是任意的.绕截 
平面上通过中心的任何轴的惯性矩都等于 


§18形变杆的能量 

在上一节中，我们只研究了沿着弯曲杆长度不大的一段.现在转向研究整 
个杆的形变，我们必须首先选择一个描述这种形变的适当方式.实际上，在杆经 
受大挠度弯曲时① ，一 般来说，在它弯曲的同时，还会产生某种扭转形变，所以是 
由纯弯曲和纯扭转组合的合成形变. 

为了描述形变，比较方便的是按下述方法进行，即把整个杆划分为一系列无 
限小的单元，其中的每一个单元都是从杆的两个无限接近的横截面切取下来的. 
在每一个这样的单元中引入自己的 he 坐标系，坐标轴方向的选择是这样的， 
在杆件未形变时所有的坐标系都彼此平行，并且所冇（轴的方向都与杆轴平行. 
在杆弯曲时，每一个单元上的坐标系都发生了转动，并且 ，一 般来说，不同的单元 
转动的情 况也不 一样.每两个无限邻近的坐标系，形变时都相互转动了一个无 
限小的角度. 

设 dp 是沿杆长度距离为 d / 的两个坐标系相对旋转的角矢量（众所周知，无 
限小的旋转角可以看作是沿着旋转轴方向的一个矢量，它的三个分量是绕着每 
个坐标轴的旋转角）. 

为了描述形变，我们引人矢量 

f 2= 赛， (18.1) 

它给出坐标轴沿着杆长的旋转“速度”.如果形变是纯扭转，则依次旋转的坐标 
系，只发生绕杆轴即绕（轴的旋转.因而，在这种情形下，矢量的方向与杆轴 
同向，它不是别的，正是我们在§ 16已经应用过的扭转角所以，在任意形变 
的一般情形下，与此相对应地可以把矢量打的分量砧称为扭转角.而当杆在 
某一平面内做纯弯曲时，矢量就没有分量巧，亦即每一点的矢量全都处于 
0平面上.如果这时将发生弯曲的平面选作技面，则每一点都将产生环绕 r / 轴 
的旋转，亦即的方向与1?轴的方向相同. 

这 甩简中 .地把杆看作弹性曲线，我们引人申位矢量 I 其方向与杆相切. 


①注总.这甩的大桡度行曲.我们指的坫这样的形变.即位移矢研《不坫小坫，而^变张缺和以前 
一样.仍是小 
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导数 df / d / 称为曲线的曲率矢量，它的绝对值等于 \/ R ( R 为曲率半径①），它 
的方向称为曲线的主法线方叫.在无限小旋转时，矢量的改变等于旋转角矢 
量与单位矢 M r 的矢 量积. 因此，弹性曲线上无限邻近两点的矢減〖之差可以 


写为： 

或将其除以 d / : 


dt - dip X t y 


dt 

d7 


n 


(18.2) 


再用 / 矢量乘等式两边，得 

- il ). (18.3) 

d/ 

在每一点切矢量的方向都与该点的（轴方向相同，所以 r n = 引入单位主 
法矢量《，因而 df / d / =«//?，于是，式 （18. 3) 可以写为 


n 



+ tfi^. 


(18.4) 


右边第一项是具有两个分缺仏， 打， 的矢量.众所周知，单位矢量 hn 称为单位 
副法矢辕.因而，分量就组成一个矢量，其方向与杆的副法线方向相同， 

绝对值等于曲率 !/«. 

这样一来，我们就弄清楚了所引入的矢景描述形变的性质，就可以导出 
弯曲杆的弹性自由能表 达式. 弹性能（关于单位长度杆的）是应变的二次函数， 
在当前的情形下，是矢量 D 之分■的二次函数.不难看出，这个二次型应该没 
有与或/2,仏成比例 的项. 实际上，由于整个杆沿着长度是均匀的，故所有 
的量，特别是能讀在改变（坐标的正方向（即用代换时不应该有所变化， 
但是在作这种代换时，上述的乘积却改变了自己的 符号. 

至于带有平方项的#，则必须记住，当 g = 0时，涉及的是纯扭转，这 
时的能歐表达式与在§ 16中得到的表达式应该是一 致的. 这样一来，自由能的 
相应项具有如下形式： 

最后 ，根据 表达式 （17. 7) 可以用仏的平方项写出小弯曲时不长一段杆 
的自由能.假设杆件只受到小弯曲，并将弯曲平面选作技平面，这样分量 A 消 
失，同时在小弯曲时也不存在扭转.在这种情形下，能量表达式应该与式 （ n . 7 ) 

一致： 


① 注总，任何 一条空 间曲 线都足 rti 每一点的曲率和挠 率來描述的. 这 t 位申 ( 找们不引用）不应 
与我们这里称为形变的扭转相混淆，后荇是绕杆轴的转动. 
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Av 

2/r ” 

但是，我们看到， I / 〆 恰好是平面矢量 （ a , 的二次方，因此能徵应该具有如 
r 形式： 



在任意选抒 fry 轴时，这个表达式以写为材料力学中所熟知的那种 形式： 

式中是杆截面惯量张量的分量.比较方便的是这样选择轴，使之 
与杆截曲主惯性轴一致，这时将具有简单的 形式： 

•|(/,#+/ 2 坟)， 

式中/,,/ 2 是截面主惯 性矩. 因为 g 和的系数是常数，所以得到的表达式在 
大挠度弯曲时也必然成立. 

最后，沿着整个杆积分，我们最终得到关于弯曲杆的弹性自由能的如下表 
达式： 

Li = + 十 K + 吾 （ 18.5) 

下面，我们通过来表示作用在杆截面上的力矩.这并不难做到，只需 
我们再一次利用前面对于纯扭转和小纯弯曲所得到的 结果. 在纯扭转时， 
相对于杆轴的力矩等于 Ct . 由此断定，在一般情形下，关于（轴的力矩 A / f ， 
应有 A ^ = C /2 f . 另外，在以平面作小弯曲时，相对于7/轴的力矩为 EI 2 / R . 
但是，在这样的弯曲时，矢域 U 的方向是沿着 ry 轴方向的，所以1/尺自然是 
它的绝对值，因而 EI 2 /R = ei 2 a 由此断定，在一般情形下，应有= 

=£/ 2 /^(选择截面主惯性轴为 C T / 轴）.这样一来，力矩矢量 M 
的分量分别为 

M v = EIM V , M l = cn r (18.6) 

弹性能 （18. 5) 通过力矩来表示，有如下 形式： 

F tod = rr_^L ^| d/ . (i8.7) 

J l 2/,£： 21 2 E 2 CJ 

弯曲杆的最重要情形是小挠度弯曲.此时，在杆的整个长度上，离开它初始 
位背的偏离与杆的长度相比是小的.因此在这种情形下， "I 以认为不存在扭转， 
这样就可以设 R =0,从而由式 （18. 4) 自然有 

fl = 4 r ^ x n = / x (18.8) 

A Ql 
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现在我们引入在空间固定不动的坐标系 ty, 4代替在每一点都受杆约乘的 
坐标系，-，轴沿着未形变的杆轴•用表示杆件弹性曲线上各点 
的坐标，弹性曲线上各点从初始状态到弯曲状态的位移由确定. 
因为弯曲小，叻矢量〖儿乎平行轴，所以可以近似地认为〖的方向沿着 

^轴.另外，单位切矢量等于曲线上点的径矢 r 对于杆长的 导数： 

dr 


于是，我们有 

dr d^r_d 2 r 
(1/ d / 2 dz 2 


(对于杆长的导数可以近似的用对 z 的导数代 替）. 特别是，这些矢禎的分量 
和 y 分1分别等于 f Y/ch 2 和 a 2 Y / dz \ 在具有同样精度的情形下，分量和 
现在等于仏和 a , 而由式 （ is.8) 可得 


f 2( = - 




(18.9) 


将该式代入 （ 1 8. 5 ), 我们得到如下形式的小弯曲杆的惮性形 变能： 

^= y / W 0) 2 + MS ) 2 h * ⑴肩 


注意/, ,/ 2 是关于1，^轴（这里是主惯性轴）的惯性矩- 

特别是，对于 圆截面 杆，/, =/ 2 ^/，因此被 m 函数表达式变为简单的二次导 
数的平方和，在所考虑的近似范围内，可近似地等于杆曲_的平方，即 

(^ Y \ 2 ± 

() + ( d : 2 ) 

因此，公式 （18. 10) 可以 A 然的推广到未形变状态（自然状态）是任总圆形截面 
的非 ft 线杆（即曲杆）的小弯曲问题 • 对此，应将弯曲能写为如下形式： 




(18. 11 ) 


式中心是自然状态 （ 未形变状态）下杆上任意一点的曲率 半径. 照理，这一 
表达式，在未形变状态（尺=心 ） 具有最小值，而在尺 o— * 时变为公式 


(18. 10). 


§19杆的平衡方程 

我们现在可以转向弯曲杆平衡方程的推导.仍然研究用两个尤限接近的截 
面切取的任意一个无限小杆元，并且计算作用在它上面的 合力. 我们用 F 表示 
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附加在杆件横截而面积上的应力之合力①②，该力矢量的分量等于 (7, ; 遍及截面 
面积的 积分： 


F, = jcr l{ df. ( 19. 1 ) 

如果把两个无限接近的銳面作为切取杆元的端面，则在上端面作用的力为 f + 
dF ， 而在下端面作用的力为 - F , 它们的和是微分 dF . 其次，设 A ： 是作用在单位 
长度杆上的外力，于是在扦元 W 上作用的外力为 Kdl . 因而，作用在该杆元上的 
全部力之合力为 + AM /. 在平衡时这个力必须等于零.这样一来，我们就 
得到： 

t\F 

^V= -K. (19.2) 

(1/ 

第二个方程可由附加在该单元的合力矩为零的平衡条件得到.设 M 是作用 
在杆的横截面面积上由应力合成的力矩，这个对横截面内某点（坐标原点）所取 
的力矩，其分量由公式（ 18. 6) 确定.现在来计算附加于所给杆元端面 h 某点 
(称为0点）的合力 矩. 这时，在上端面上的应力给出的力矩为 A / + dM . 在杆元 
下端面上的应力对点之力矩，由该应力对下端面内的坐标原点 （& 点）之力矩 
和作用在下端面 h 的力对0点的力矩相加得到，这后一个力矩等于 
( - d /) x ( - d / r )， K 中 d / 是从到0之间的杆元矢量.而外力 A ： 的力矩是高 
阶小馈.于是，作用在杆元 t 的总力矩为 <〗M + d / xF . 在平衡时，它必须等于 
零，即 

dM + d / xF =0. 

将该等式除以此并代以是杆（现在把它看作曲线）的单位切矢1，我 
们得到如下方程： 


<\M 

"dT 


F xt . 


(19.3) 


方程 （19.2) 和（ 19. 3) 就是杆在任何形式弯曲时的完全平衡方程组. 

如果作用在杆上的外力是通常所说的集中力，亦即外力仅仅附加在杆上一 
些个别的孤立点上，则在附加力点之间那部分杆段上平衡方程明显的被简化了. 
由式（19.2)，当尺=0时，我们有 

F = const * ( 19. 4 ) 


即沿着作用力之间的任一扦段的杆长，内力都是常值，它由作用在1点与2点上 
的两个力之差心-厂来确定，即 


① 用 F 表示力并不会与自由能相混淆，在下面的§ 19 一 21,我们将不利用自由能. 

② 亦称为该横槪 idi I:的内力 ，K 分狱玷： tft 于横截曲的轴力，和位于横鉞 ifii h 的剪力（通常将其 

分解为两个相 K iH 交的的力〉. —— i 學者注 
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F , - F , = - ( 19.5) 

式中的求和是指对附加在1点与2点之间的杆段上的所有外力求和.注意，在 
^ F 2 - F , 中，2点离开杆长（即弧长 /) 的起算点比1点更远.这一点在确定等 
式 （19. 5) 的符号时是很1 要的. 特別是，如果在杆上总共只有一个集中力/附 
加在杆的自由端，则 F 沿着整个杆长是常值，并等于/ • 

第二个平衡方程（ 19. 3) 也可以简化.将式中的，写为/ = d // d / = dr / d /( « 

屮 r 是从某给定点到杆上任怠点的径矢）并积分，由于 F 是常值，我们得到 

Af = F x r + const . ( 19. 6 ) 

如果连这样的集中力也不存在，杆的弯曲是由于附加集中力矩（即集中力 
偶〉的作用产生的，则在沿着杆的整个长度上 ， F=const ; 而在附加集中力偶的点 
上 M 发生突变，其值等于它的力矩 • 

其次，我们来研究关于弯曲杆两端的边界条件问题.在这里，可以提出儿种 
不同的情况. 

如果杆端不可能发生任何的位移（不论是纵向的，还是横向的），同时也 
+能有方向（杆端的切线方向）的改变，则称为固定端（见第 5 1 页之 
图 4( a )). 在这种情形下，边界条件包括给定杆端坐标（位移）和单位切矢量泛 
(转角）.而固定点处，由支座给杆端的反作用力和反作用力矩要在解方程的 

结果中确定. 

相反的情形是扦的自由端.在这种情形下，杆端的坐标和方向都是任意的， 

边界条件是在杆端上的力尸和力矩从必须为零①. 

如果杆端是固定球铰、 2 ，则它不能发生任何的位移，但是，它的方向不是给 

定的.作用在这样可以自由转动一端上的力矩必须为零 • 

最后，如果杆支承在支座的若干个点上（图 4 ( b ) )，则它可以沿着这些 
点滑动，但是它不能发生横向位移 • 在这种情形下 d 的方向和支点沿杆长 
的位置都是不定的 • 由于杆可以自由转动，故在支点上的力矩必须等于零， 
而在这些点匕力 F 必须垂直于杆，力的纵向分量使杆在支点上引起进一步 

的滑动. 

+难用类似的方法，建立杆在其它固定方式时的边界条件.这个问题，我们 

到此为止.只局限于导出的几个典型例子. 

在上一作开始就已经指出，任意截面杆的大挠度弯曲，即使对扦没有外加任 
何扭矩 ，一 般来说，杆也会同时伴随冇扭转发生.但是，杆在主平面内的弯曲是 


① 如柒在 n 山端附加集中力/,则边界条件将不再是尸 =o , ini 是 f =/• 

② 这样的 IA 1 定//式通常称力••阆定饺支”，卩-段讲的蚜动饺 A •”•“铰支”也称为“簡支 "•而 

一段讲的尚定端就坫所渭的“间 支”. 一译者注 
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个例外，在这样的弯曲时，不会产生 扭转. 对于圆截曲杆，无论什么样的弯曲，都 
+会伴随有扭转发生 （当然 ，如果没有外加扭矩的话）.在此可以说明如 下：扭 


转可由矢量的分 ill : 巧•，确定，我们计算它对杆长的导数，并注意到巧= 
从对此我们可以 写出： 




/) =C 


叫 _ dAf 
~df = ^df 


+ M 


dt 

d / - 


将式 （19. 3) 代入上式，这时第一项化为零，于是 


C 


(J/2 ‘ 

Ti7 


M 


(U 

d / 


对 于圆截 面杆，/, =/ 2 =/,因此，根据式 （18. 3) 和 （18. 6) SJ 将 Af 写为 

M ^ EItx ^+ tCQ r (19.7) 

a / ^ 

在乘以 iU / dl 时，右边两项得零，于是 （ l /2/ d /=0, 由此 

= const . (19. 8) 

亦即，沿杆长扭转角为常量.如果在扦端部没有附加扭矩，则在端部仏等于零. 
因此，在杆的整 个长度 上都没有发生扭转. 

这样一来， 对于圆 截面杆，在纯弯曲时，可以写出 

w dt dr d 2 r /1A 

M = E // x — = E /— x —. ( 19. 9) 

i\l d/ (]/• 

将该衣达式代入式 （19. 3 ) 即导出圆截面杆纯弯曲的方 程式： 

— x iZ - f (19 10) 

d/ d/ 3 X d/. U } 


习 



习题 1 设有一圆截面杆（弹性棒），对它附加集中力，使杆在一个平面内作 
大挠度弯曲，试导出确定杆形状问题的积分. 

解 ：我们 来研究加力点之间的一杆段，在这样的杆段里 F = const . 选择弯曲 
平面作为町平面，而 y 轴平行于力广引入杆的切线与； K 轴的夹角6>，于是， 
dx/dl = sin 6> t dy / d / = cos ^ ，其中 x，y 为杆上点的坐标 • 在式 （19. 10) 中展幵矢量 
积，我们得到关于 6 K 作为弧长/的函数）的 方程： 

/ £^-?-FsirU9=0. 

d / 2 


取一次积分得出 



+ Fcosd = c { f 


由此 
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. IE f dO m 、 

/ = ± / — — - - ■ + c 2 . ( 1 ) 

< 雾 』 - Fcosd 

函数 0( / ) 可以由此通过棚圆积分表示 • 坐标 a : = jsin 0 d/,y = Jcos ^ dZ , 于是我们 


得到： 


x - ± — y/2IE 」 c' - FcosQ + const , 

• jF 


y 



cos 0 d 0 
」 c、 一 FcosO 


+ const '. 


( 2 ) 


式 （19. 9) 中的力矩 M , 方向沿着 z 轴，值为 


M 



do 

d 7 


习题2 设有一杆 ，一 端夹紧（固支），而另一端为自由端，在端点附加力/， 
其方向垂直于未形变的直杆.试确定杆受到大 . 


挠度弯曲时的形状（图 15). 

解：在杆的整个长度上 ， F = const =/. 在固 
定端 （/=0) ,0 = tt /2; 而在自由端 （/ =人，其中乙 
为杆长）， A /=0, 即 6 T =()• 引用记号（9 ( , =0(/0, 
在式 （ 1 ) 中有 Ci =/ cos 0。 ，于是 

/= r^r / de . 

Wi 0 ^COS0 O 一 COS0 



由此得到确定^的方程: 




y/cosO Q - cosO 


杆的形状由如下公式确定: 


图15 


x 



( ^/cosd 0 - ^/cos6 0 - cosd ) , 


一 //£ r 72 cosgdg 
V 2/J 抒 - cosd 

习题 3 同习题 2, 但力 / 加于自由端并平行于未形变时的杆长. 

解： 我们有 F = -/( 坐标轴的选取，表示在图16上）.边界 条件： / = 0时， 
0 = 0; Z = L 时，0 ' = ()• 我们有 
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式中的 0 。由 / ( 沃 , ） = L 确定 . 对于 .r 和）•，我们 
得到： 


X -Mi 


cosO (] - y/co80 一 COS0 o ) , 


= f[E r 0 __cosOiW__ / 

V 2 /Jo ^cosd - cos 0 o j 

在小挠度弯曲时，^ «丨 ， 因而可以写为 / 

3 [IE do 7T [Te JL _ 一 

vHt ^ = W 7， — ^ 

亦即，(9„没有在这一关系式中 出现. 这就表明， 

图16 

与§21习题3的结果是一 致的： 上述的解，只 
有在 y >7 r 2 / E /(4 L 2 ) 时，即失去直线形状的稳定性之后才存在. 

习题4 同习题2,但是，杆的两端支承在支座上，而在杆的中点附加力/，两 
支点间的距离为 

解 ：坐标 轴的选择见图17,在段和只 C 段上力 F 均为常量，并且在支点4 
和 C 处它们都与杆垂直.在 Zlfi 段和段上力 F 的差值等于 /. 由此断定，在 
段-//2,其中，6>。为 y 轴与线的失角.在点/4 ( / = 0 ) 处的 条件: 
0 = ir /2 和 M =0, 即 6^=0. 于是，在段有 

， IIE . ^ \ 1/2 C n 

/少 = (7 s,n '°) Jo 7^， 





图 16 




^sin 




1/2 j /2 



/ /£ • 1 
尤 = 2( —sin^ () cos0 


^sin 


仏) 


in 户霣 /2 


y / cos 6 d 6. 


17 


iif ). 


\ 角 ^ 由曲线 /4fi 在直线 /4C 上的投影必 

\ 1/ 须等于心 /2 的条件确定，由此可得 

图 |7 2 1/ ； 

当％的某些确定值在 0 和 tt/2 之间时， 
导数 d//d 札 （其中 / 被看作是 ^ 的函数） 
为零和 正数 . 当 ^ 进一步减小，亦即挠度增加时，对应的 / 将 减小 . 这就是说 , 
所求的解是不稳定的，杆在两个支座之间 “ 崩溃 ” 了 . 

习题 5 试推导空间大挠度弯曲杆承受集中力作用问题的积分 . 

解 ：我们 研究两个加力点之间的杆段，在这段杆上 = const. 对式 （ 19. 10) 
积分，我们得到 
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EI^rX^^F xr + cF. (1) 

dl d / 2 、拳 

上式将积分常数写为矢量形式 厂其 方向与 f 相同，这是因为适当的选择坐标 
原点，亦即对 r 增加某个常矢量，可以消除与 F 垂直的附加 矢量. 将式 （ 丨 ） 分别 
桉标量积和矢量积乘以/ •'( 撇号 ， 表示对/取导数），并注意到 〆 • r 〃 = 0 ( 因为 
〆 • = 〗）即得到 

F • (r xr') +rF •〆 =()， EIr n = (F x r) xr f +cF xr\ 

其分量 u 轴选为 F 方向）为 

(xy ’一 ) ， x ， ) + cz’ = 0 ， EIz f = - F(xx f + yy f ). 

在这些方程中引入柱坐标〜少，;：，则得 

r 2 ip f + cz 9 =0 ， Elz H = - Frr\ C3) 

由第二个方程得 

(3) 

# 

式中 4 为常教.联合式 （ 2) 和 （ 3) 以及恒等式 

r' 1 + r 1 ip 。 + z 2 = 1 , 

pi 1/2 

G(r) = r" • ^TJI( r ^ c a ) (>4 - r 2 ) 2 ， 


我们得到 


cl/ 


rdr 


C ( r )， 
然后由 （ 2) 和 （ 3) 求得 


z 


F f (A 


•i 


2EIJ G(r) 


士， 


9 


ihf 綠 dr 


该式给出了弯曲杆的形状. 

习题 6 有一圆截面杆受到扭转（单位扭转角为 T ) 并弯曲成为螺旋线的形 
状. 试确定为了维持这样的状态在杆的端部需要附加的力和 力矩. 

解：设 /?为圆柱的半径，在圆柱的表面上有螺旋线（取2轴沿圆柱轴）， a 为 
螺旋线的切线与垂直于::轴的平面之间的夹角，螺旋线的螺距 h 与（ X 和 R 的失 
系为/? = 2 nRim \ a . 螺旋线方程： 

秦 

x = Rcoscp f y =尺 sin ^? ， z = (pRiana 

( (p 是围绕 2 轴的旋转 角）. 弧元的长度 dl = Rdcp / cosa . 将这些表达式代入式 
(19.7) ,计算出矢量 M 的分量，然后按公式 （19. 3) 即可求出力 F (沿着整个杆 
长是常 量）. 最后，我们得到力厂，其方向沿着^轴，大小等于 
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厂: 


= F = Ct 


sina 

T 


gco^sina. 


力矩 Af 沿 z 轴的 分量: 


M z = Crsina + geos ' a ， 

A 


而分量 M 。， 其方向在杆的任一点上都与圆柱横截面圆周相切，并且 A /# = FR . 

习题7 试确定两点之间悬挂的柔索在重力场中的形状 （ 对于柔索，与抗拉 
强度相比，抗弯强度可以忽 略）. 

解：将 柔索所在的平面选作玎平面，并使 y 轴的方向铅垂向下.因为 M 与 
E ! 成比例，所以在方程 （19. 3) 中可以忽略 dM/dl 项，于是 F x / = 0,即在柔索的 
任意一点上，与，的方向相同，并且可以写为 F = Ft . 方程 （19. 2) 现在给出下 
面的形式： 



( 1 / 




1/( F ai) 



U 是柔索单位长度的重 量）. 由此得到 


F Tr c ^ 


F 


dj 

d7 


= ql. 


于是 sR + q 2 i 2 ，这样即有 

dx A 



(其中 4 = c /(/) 积分上式，得出 


由此 


x = /larsinh — f 

A 


d y = 1 

dl 


y = \J A 2 + /' 


y = y 4 cosh — f 

/\ 

亦即，柔索的形状是一条悬链线.坐标原点和常数/!的选择，取决于曲线必须通 
过的两个给定点和具有给定的长度. 


§20杆的小挠度弯曲 

在实际中，最重要的情形是杆的小挠度弯曲，它使平衡方程极大的简化了. 
如果杆切线方向的单位矢沿着杆长缓慢的变化，即导数/很小，就是所 
谓的小挠度弯曲.换句话说，小挠度弯曲就是弯曲杆上每一点的曲率半径必须 
远远大于杆长.实际上，这个条件与要求杆的横向挠度远小于杆的长度是一致 
的.我们着重指出，此时，决不是要求挠度比杆的厚度小，这在板的小挠度弯曲 
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近似理论中是必须要求的，已经在 §11 — 12 中论述过 了①. 
将式 （19. 3) 对长度求导， 得到： 


d 2 M 

^dF 


dF ^ r dt 

■d7 xr + Fx d7* 


(20, i ) 


第二项含有小它通常（某些特殊情形除外，这些将在后面讲述）是可以忽 

d / 

略的.在第一项里，将 -/ i ： 代入式中，即得到如下形式的平衡方程： 

^=txK. ( 20 . 2 ) 

d/ 2 

我们将该方程写为分量形式，为此，将式 （18. 6) 和 （18. 9) 代人，则得 

M s = -El x Y\ M y =EI 2 X\ M :=0 (20.3) 

(式中的撇号'表示对 2 取导数）.可以认为单位矢量〖的方向与 z 轴方 N 相同. 

于是，我们得到 

ELX nn -K t = 0 , El, Y ,n -K y =0. (20.4) 

这组方程确定了挠度 X 和 F 与 z 的关系，即小挠度弯曲杆的形状 • 

作用在杆横 截曲上 的内力 F ， 同样可以用 X 和 y 的导数来表示.将式 
(20. 3) 代人 （19. 3)，得到 

F t = -E 1 2 X n \ = - El x Y\ (20.5) 

我们知道，二阶导数确定的是由应力合成的力矩，而三阶导数确定的是力，式 
(20. 5) 表示的力称为 剪力. 如果弯曲是由集中力产生的，则在沿着附加力点之 
间的每一个杆段上，剪力是个常值，而在每一个附加力的点上剪力发生了突变， 
其突变值等于附加的 外力. 量以 2 和^^分别称为杆在主平面 m 和 F 上的抗弯 

刚度 

如果附加于杆的外力作用在同一个平面内，则杆的弯曲也发生在同一个平 
面内. 但是，在一般情形下，这两个平面彼此并不重合，可以很容易的求出它们 


① 我们没冇全曲阐述在未形变的然状态下已有弯曲形状杆件（即曲杆）的复杂弯曲理论 （曲 杆弯 
曲的内容，这里仅限于本竹习题 8 和习题9的简单例题） • 

② 用形如 ％, 

:0 (20.4a) 

的方程也可以描述游板弯曲的某种极限情形.设矩形扳（边长为 u 和板厚/0沿着 a 边（广方向）固定， 
并沿肴6边 （ Z 轴）弯曲•沿荇轴均勾加载 • 在 ff : 意 a 和5的一般情形下，为了确定弯曲，必须应用一维力 
程 （12. 5) 及板在阇定边 h 和 fl 由边 h 的边界 条件. 在 u » fc 的极限情形下，可以认为沿着 y 轴形变是均 
匀的.这时.二维平衡方程变为式 （ 20 . 4 a ) 的形式，在弯曲时起刚度作用的躁是 



[fu •方栉 （20. 4 a ) 应用于相反的极限悄形是 n <<5,这时的板可以看作是长度为 A 并 H 有狭矩形截面（矩形 
截面的边为和 W 的杆.但是，这时的弯曲刚度山另外的表达式确定•即 ° = El 2 ^ E ^ a / 12 . 
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之间的 夹角. 如果 a 是力的作用平面与第一个弯曲主平面平面）的夹角，则 
平衡方程具有如下 形式： 



cosa 

17 e 





sina 


K . 


两个方程的区别仅仅是人前面的系数，因此1和 F 彼此成比例，并旦 


Y - X y - tana . 

’I 

弯曲平面与平面之间的夹角0由下面的等式 确定: 


tan 沒 


tana. 


I 


( 20 . 6 ) 


对于圆截面杆乂 =/ 2 , a =0， 亦即弯曲发生在力的作用平 面内. 对于任意截面 
杆，当 a =0,亦即力作用在主平面上时，上面的结论同样是正 确的. 对于挠度， 


其绝对值 


满足下面的 方程: 


(= Vx 2 + y 2 


EIC = K , 



^ I] cos 2 a + /^sin 2 a 


剪力 F 与 it 位于同一个平面内，其大小为 

F = - EIC . 


(20.7) 


( 20 . 8 ) 


这里的/是杆的“等效”截面惯性矩 • 

我们以显式形式写出小挠度弯曲杆平衡方程的边界条件.如果杆端固定， 
则此处必须是 x = y = o , 同时，也不能有方向的改变，亦即必须是 .r = r = o •这 
样一来，在杆的固定端，必须满足如下的边界 条件： 

7 * « 

x = y = o ， x' = r = 0 . (20.9) 


在支点处的反作用力和反作用力矩，根据已知的解分别由公式 （ 20 . 5 ) 和 （ 20 . 3 ) 


确定. 

当杆的弯曲足够小时，将杆的端部固定在铰上和支承在一点上，两者在边界 
条件方面是等价的.实际上，在后者的情形下，在小挠度弯曲时，杆在支点的纵 
向位移与横向挠度相比是二阶小量，因此可以认为它等 于零. 在这两种情形下, 
由横向位移和力矩为零给岀边界 条件： 

x = y = o , x N = r = 0 . ( 20 . 10 ) 

在支点处，杆端的方向和反作用力需在求解方程的结果中确定 • 

最后，在自由端上，力 F 和力矩 M 必须 为零. 根据式 （20. 3) 和 （20.5 > 得到 

边界 条件： 

= r =0, x m = r n =o (20.11) 


(如果在自由端处加集中力，则 F 必须等于该力，而不再为零）. 

不难将方程 （20. 4) 推广到变銳面杆的情形，对于这样的杆，惯性矩/,和/ 2 
是2的函数.以前用来确定杆中任怠给定截面上的力矩公式 （20. 3) 仍然是正确 
的.现在把它代人式 （20. 2)，则得到方程 

式中的和/ 2 ，决不能提到导数符号前 面去. 对于剪力，我们有 


K • 


( 20 . 12 ) 


E i z [ l2 ^ 


4 卜 S 


(20. 13) 


让我们回到方程 （20. 1 ), 当时在等式右边第二项所作的忽略，看来在某些 
情形，甚至在小挠度弯曲时也可能是不合 适的. 当沿着杆长作用很大的内力，即 
F : 很大时便是这种情况.这样大的内力，通常是由于在杆端附加很强的拉力引 
起的.用 = r 表示沿着杆作用的常拉力.如果杆受到很大的压缩，而不是拉 
伸，则力 r 为负.展开矢量积 Fxdr /此 现在我们必须保留含有 r 的项，而带有 
和厂的项和从前一样可以忽略.将矢 M dr / d / 的分量分别代以 x "， r ， i ， 即 
得到平衡方程 

“ EX "” - TX ” = 0， 

I . EY ^ - TY n - K y =0. (20. 14) 

对于剪力的表达式 （20.5) ，现在应该增加含有 r (沿着矢量 f 方向作用的力）在 
轴和; V 轴上的投 影项： 

b \ = - El z X m + TX \ - El { r n + TY \ (20. 15) 

自然，这些公式也能够直接从式 （19. 3) 得到. 

在某些情形下，甚至没有专门施加任何拉力，但由于自身弯曲，也可能出现 
非常大的力7 1 .我们研究两端为固支或固定铰支的杆，这种杆的两端就不可能 
发生纵向 位移. 这时，杆的弯曲不可避免地伴随有杆的伸长，并导致在杆内出现 
力 T . 当这个力成为主要的力时，我们不难估计挠度的大小.弯曲杆的长度 L + 
M 等于按两支点间连接的直线取 积分： 


L + AL 


Y f2 dz. 


0 


在小挠度弯曲时，可以将根式展为级数，我们得到伸氏的表 达式: 


AL 


1 r l 


r 2 )d: 


在简单拉伸时，发生的拉应力等于相对伸长乘以杨氏模量和杆的截面面积 
s •于是，力 r 等于 


^ = !!/> 


Y , 2 )dz. 


(20. 16) 
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如果 s 是横向挠度的数量级，则导数1和 r 的数量级为 s / l , 因而位于式 
(20. 16) 中的整个积分的数鑽级为 （ S / L) 2 L =#/1,而 r ~ ES (8/ L ) 2 . 在式 
(20. 14) 中第一项和第二项的数量级分别为 膨广和 T 8/ L 2 - ESS ^/ L \ 惯性矩 
/的数量级为，而 S - A 2 , 其中 / r 为杆的厚度.将这些代入式 （20. 14) ，不难 
得出，当6〜 A 时，式中的第一项和第二项具有可以相比较的数量级. 

这样一来，在杆弯曲时，杆的两端固定，只要挠度比厚度小，形如式 （20. 4) 
的平衡方程就可以应用.如果5不比/!小（但仍然是5 <</0,则应该应用方程 
(20.14). 此时，在这些方程中，力 r 预先是不知道的.在求解方程时，开始应把 
7 1 视为已知参数，然后再根据所得到的解按式 （20. 16) 确定7\该式同时也确定 
了『与附加于杆的弯曲力的关系. 

相反的极限情形是，当杆的抗弯能力远小于抗拉时，则在方程 （20. 14) 中， 
将第一项与第二项比较时，前者可以 忽略. 这种情形从物理上看，或者是由于存 
在很大的拉力7\或者是由于£7足够的小（这可能是因为与之有关的厚度 A 小 

的结果）.通常把这样强力拉紧的杆称 为弦. 在这种情形下，平衡方程为 

TX N =0, TY n + K r =0. (20. 17) 

弦的两端必须是固定的，就是说坐标（位移）是给定的，即 

X ^ Y =0. (20. 18) 

端点处的方向是不能随意给定的，而要由方程的解来 确定. 

最后我们指出，这种形式的小挠度弯曲杆的平衡方程也可以从变分原理得 
到，这须利用弹性能表达式 （18. 10)： 

| /, r 2 + /，1 dz. 

在平衡时，该弹性能与势能（跟作用在杆上的外力欠有关）之和必须取最小值， 
亦即 

SF md - j ( K x SX + K y 8 Y)dz = 0 

(第二项是外力在杆的无限小位移 h 所做的 功）. 在对广 w 变分时，进行两次分 
部 积分： 

士中 " 2 cb = jx^dz = X n 8X' I - jx^SX^z = 

= X N 8 X r I - X W 8 X I + jx nn 8 Xdz , 

对于 r 2 的积分，有类似的公式.将它们代入原式，合并同类项后得到 
|[(£/ I r w - K y )8 Y + ( EI 2 X ,,h - K x ) SX]dz + 

+ E/ t ( r , 8Y , - r n 8Y) I + EI ^ X ^ X ' - X m SX ) I = 0. 


在积分的第一项内，由于变分狀和扑的任意性，便得到平衡方程 （20. 4) ，而已 
经积分出来的其它项给岀该方程的边界条件，如在自由端，变分 SX , 8 Y , 8 X ' , 8 Y ' 
是任意的，相应的得到边界条件 （20. 11). 而同时在这一项里狀和 SF 的系数给 
出剪力分量的表达式（20_ 5)，^ r 和 sr 的系数给出弯矩分14的表达式 （20. 3). 

最后，当存在拉力 r 时，仍可用冋样的方法得到平衡方程 （20. 14)，这只需 

在要进行变分的能量上增加下面的一项： 

TM = yf (^ f2 + Y ' 2 ) dz f 

它是力7 1 在杆伸长的路径上所作的功 ♦ 

习 题 

习题1试确定在自重影响下在杆端部具有各种不同固定方式时杆（长0 
的弯曲形状. 

解： 待求的形状可由方程 

尸，，， 一 3 ^ 

(<7是单位长度杆的重量）的解和本书所讲述的杆端的各类边界条件确定，下面 
是在杆端的各种不同固定方式时得到的弯曲形状和最大位移（或称为最大挠 

度）.所有的坐标原点都选择在一个杆端. 

( 1 ) 杆的两端 固支： 

卜 24 E 疒、， 6 \ 2 j 384 EI 

(2) 杆的两端铰支： 

~ 2h2 ' ^( t ) = 384 £7* 

(3) —端 （ 2 = Z) 固支，另端 （ 2 = 0 ) 较支： 

^ 2 ^ 22 ' - 3 lz 2 + / 3 ) ， （ = (0. 42/) =0. 005 4 

(4) 一端 （ z =0) 固支，另端 （2=/) 自由： 

卜命 2( z 2_4/ " +6 ’ 2 )， ai )= T Q ~tr 

习题2试确定在附加于杆正中间的集中力/的影响下杆的弯曲形状. 

解： 除了在 z = 的点以外，到处都有方程 C = 0. 在杆端 U =0 和 z = Z ) 的 
边界条件取决于固定方式，在 2 = Z /2 点，（"必须连续，而在该点两边的剪力 
F = - £/( w 之差必须等于力/ 

杆的形状（在0$^:矣 Z /2 的部分杆上）和最大挽度给出下面的公式： 
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(1) 杆的两端 固支: 




48£/ 


z 2 (3/-4 z) f 


(2) 杆的两端 铰支: 



\92 Ef 


^ = 4&/ z(3/2_4z2k ^(y) = isE/- 

由于杆的形状关于中点对称，因此在 1/2 的杆段上，函数 （ U ) 可以由此简 

单地用/ -2： 代换 Z 得到. 


习题3同习题2,但是，杆的一端 （ z =0) 固支，而另端 （z = /) 自由. 在杆的 
自由端上附加集中力/ • 

解：沿着整个杆 F = const =/，所以= -//£/• 由 z =0 时， （=0 和 f =0, 以 
及2 = /时 （〃 =0的条件得到： 



6 EI 


尸（3/ -2) , 


an = 


IL 

3 Ef 


习题 4 试确定两端固支杆在其正中间附加一个集中力偶时杆的弯曲 
形状. 

解： 沿着整个杆长=0,而弯矩 a / = £：《"；在 z =//2点产生了突变，其大小 
等于附加集中力偶的力矩 m . 根据端部的相应条件 得到： 

(1) 杆的两端 固支： 


(=^?(/-2之）， 当0名 XZ /2, 


( =_之） 2 [/ -2(/- z )] ， 当 1/2 ^ z ^ l . 

(2) 杆的两端铰支（即两端固定在球铰 上）： 

C = 24】/严 (, 2 ) ， 当0彡:彡„2， 

C - ~ 24£// ^ ~^(^~ z ) 2 ]» 当 1/2 ^ z ^ l . 

在 z = 1/2 点的两边，杆向着相反的方向弯曲. 

习题 S 同习题4,但是集中力偶附加在杆的自由端，杆的另一端固支. 

解：沿 着整个杆长有 M 而在 z = Q 时 ：（=0 ，f =()• 得到弯曲形状 

公式： 


r m 2 
^ = 2 EI 2 ' 

习题6 试确定两端固定简支杆，在杆的正中间附加拉力 r 和弯曲力/时, 
杆（圆截面）的 形状. 
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解： 在区间0彡2彡//2上，剪力等于,//2,所以式 （20. 15) 给出方程 



2 Ef 


边界条件：当 z =0，/时 ，（=0 ，f =0,而当2 = //2时，必须 f =0( 因为 f 是连续 
的）. 对于杆的形状（在0$;:$//2区间 ） 得到如下公式： 

在小的 it 时，该表达式即转变为在习题2的 （2) 中已经得到的公式 • 在大的 /c 


27' 


sinhA:: 
cosh( kl/2 ) 


时，则变为 


就是说，与方程 （20. 17) 的结果是相符合的，即柔索在力/的影响下所取得的形 

状，是由两个相交于2 = M 2 的直线段组成的. 

如果力7 1 是由横向力引起杆的拉伸产生的，则为了确定它必须利用公式 


(20. 16). 将得到的表达式代入式 （20. 16) ，即求得方程 



这里，7 1 是作为/的隐函数确定的. 

习题 7 位于弹性基础上的无限长杆 （ 圆截面），即弯曲时在杆上作用着正 
比于挠度的力：尺= - ol ^. 试确定在杆上面作用集中力/时，杆所取得的形状. 
解：把 坐标原点选在附加力/的点上，除了 z = 0点外，下面的方程处处都 

成立： 

EIC = _ <• 

求解方程必须满足的条件：当2 = ±»时，（=0,而在 Z =0 时必须连续；剪 
力 F = - Eld 2— ► +0和2— ► -0 时的差值必须等于 /• 这样的解是 

1/4 

0 [⑶⑻ 21 + Sin 々 lzl ] ， " IS ) • 

习题 8设一细杆（圆截面），在自然状态下呈圆弧状，并在弯曲平面内附加 

径向力.试推导细杆在小挠度弯曲时的平衡方程. 

解： 极坐标的原点选在圆弧的圆心.杆的形变方程写成 2 = a +^(< P ) 的 
形式，其中《为圆孤半径，而（为弯曲时小的径向 位移. 利用已知的用极坐标表 

示的曲率半径表达式，求得精确到 （ 的一阶精度项的 曲率： 

1 r 2 -rr n +2r ,2 __ 1 

(r 2 +r' 2 ) 3/2 〜 « " a 2 

(撇号，表示对 p 的导 数）. 按式 （18. 11) 求出弯曲弹 性能： 
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F 


roil 



El 

d W ) 2 如 


( %是圆弧的中心 角）. 平衡方程由变分原理得到，变分方程 


^^r«j - I d^K r ad<p 
J 0 



( K 是单位长度上的径向外力）具有的补充条件是 


^dcp = 0 f 
Jo 

该式表示在所考虑的近似范围内，杆的总长度不变，也就是杆的总长度没有被拉 
长的 条件. 应用拉格朗日方法，使下面的和式等 于零： 


r^O 

8F riHi - J aK r 8‘d(p + aaj 8^d<p = 0 f 

式中 a 是常数.对 /^, H , 中积分号下面的表达式取变分，并对带有 5 T 的项进行两 
次分部积分，我们便得到 


\E[ 
a 


2‘" aK t + aaj^d<p 



由此得到平衡方程 

剪力表达式 

和弯矩表达式 


FI 

Su + d ， 

a 


ft 

w + r:w 

a 


0 


E! 


a 


(广 + W ) -( +a=0 . 


fl 

厂=-与 ( r + r )， 

a 


F / 

卜 n 

a 



(比较 §20 的最后部 分）. 常数 a 由杆的总拉伸长度为零的条件确定. 

习题 9 试确定圆环在一对集中力/沿着直径作用时的弯曲形变 （ 图 18). 
解： 沿整个圆环的长度积分习题8的方程 （1 )，得到 

= jK r ad(p = 2/. 

除了 （jP =0和 =77 以外，方程 （ 1 ) 处处都成立，即（此时，心 =0) 

r + 2r + ^ + ^_ =0 

待求的环的形变关 于直径 AB 和 CD 对称，因此在 4， i ?， C ,/9 点必须有 f =0 ;当 
W ±0 时，剪力值的差必须等于 /• 满足这些条件时，平衡方程的解为 
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C 



图1« 


卜备(士 + T ^ cos ^ 

特别是，/4和《两点相互靠近了一个距离，其大小为 

§21弹性系统的稳定性 

杆件承受纵向压力作用所表现的行为，是重要的弹性不稳定现象最简单的 

例子，它是由欧拉 （ L . Euler) 最先发现的 ■ 

在没有横向弯曲的外力 H 时，受压杆的平衡方程 （20. I 4 )有一个明显 
的解，就是 x = y =o, 它对应于在纵向力 r 作用下，杆保持着直线形状 • 但是这 
个解，只适用于杆受到的压力 m 小于某个临界值厂，以前的稳定平衡.当 1 rl < 
7；时，杆的直线形状对亍任何小扰动都是稳定的.换句话说，如果杆在任何小作 
用的影响下受到微小弯曲，则在这一作用停止后，杆将力图恢复到它原来的 

状态. 

相反，当 m > r 时，杆的直线形状对应于不稳定 平衡. 这时，只需无限小的 
作用（弯曲）就足以破坏这一平衡，结果使杆件产生了大弯曲 • 很明显，在这种条 
件下，受压杆件一般是不可能存在真实的不弯曲形式的. 

杆件失去稳定以后的行为必须用大挠度弯曲方程来描述.但是，在临界尙 
载值 n 时可以借助于小挠度弯曲方程得到.当丨 n =厂.时，直线形状的杆处于某 
种随遇平衡.这就是说，除了 ^ = y 的解之外，还应该存在一个小的弯曲状 
态，同样是平衡的.因此，临界值厂就可以规定为 | r | 的值.这时方程 

ei 、 x"” + m;r =0 ， ei, Y nn + mr=o 


(•OS(p 


4 


sin^| , 0 ^ 


( 21 . 1 ) 
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出现了非 零解. 这个解也直接确定了失稳后扦件的形变特性. 

在本节的习题中，给出 r 各种弹性系统失稳的许多典型情况. 

习 题 


习题 1 试确定两端为铰支时，杆的临界压力. 

解 •.因为对我们感兴趣的是在方程 （ 2l 1 ) 的非零解中出现的最小值 m ，故 
只需研究这两个方程中含有/,和/ 2 最小的那个方程就足够了.设乙</,,方程 

ELX fW + m；r =0 

的解具有如下 形式： 

,\ = A + Bz + Cs\nkz + Dcoskz t h = 

在 z = 0 和 z = / 时，满足条件 A = 0 ， A 〃 = 0 的非零解是 

.V = C»inA ： 2 f 

而且应有 sinA 7 = 0. 由此得到待求的临界力： 

I : • 

杆失稳后所取得的形状表示在图 19( a ) 上. 

习题 2 同习題 丨， 但是杆的两端是固支（见图 19( b )). 

答案 ： 匕=4贯 2 £：/ 2 // 2 . 






⑻ ( b ) ( c ) 

图19 


习题3 同习题 1, 但是杆的一端固支，另端自由（图 19( c )). 

答案 ：r p =ir 2 £/ 2 /4Z 2 . 

习题 4 试确定放置在弹性基础上的杆（圆截面），在两端为铰支时的临界 
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压力（参见§20的习题 7). 

解： 在这里，现在必须用方程 

E/X m, + + aX=0 

代替 （21. 1 ) 来研究，类似于前面的分析得到它 的解: 


A = Asm 


rnr 


IT 2 Eli 2 , 


a / 4 

^ h：l 


而且，式中的 n 必须取整数值，对于这些整数得到 7；. 的最小值•当 a 值足够大 
时，得到 n > i ,亦即杆失稳后变成为有若干个波形的杆 • 

习题 5 圆截面杆受到扭转，杆的两端 固支. 试确定扭转的临界值，超过该 

值后，杆的直线形状即变为不 稳定. • 

解： 扭转角的临界值由扭转杆的小挠度弯曲方程出现的非零解确定.为了 

导出这些方程，将表达式 （19.7) ,即 

M ^Eltx^ + Crt 

ill 

(式中 T 是单位扭转角）代入方程 （】 9. 3), 则得到 

Eltx ^4^ CT^：-F xt ^ O . 

d / 2 d/ 

对该方程取导数，因为是小挠度弯曲，故在对第一项和第三项取导数时，可以认 
为/是常量，并等于沿着杆轴 U 轴）方向的矢量同时，还记得 （ lF / d / =0( 因为 
沿着杆长没有外力），于是得到 

d 3 / ^ d 2 ^ M 

或者表为分量 形式： 

Y w - kX m = 0 f r m + Krr ; =0 f 
式中 K = Ct / EI . 引入 （ = ^ + 作为未知函数，则得到方程 

f， •- \kC = o. 

满足边界条 件：当 2=0，/时 J =0 ，f =0,即得到具有如下形式 的解： 

^ = a ( 1 + \kz - e lKZ ) + f 

并且得到了关于 a 和6的方程的协调条件关系式 

2 + \kI kI 4 kI 

e = n " t = an y * 

该方程的最 小根: W /2=4. 49, 于是 

8 . 98£/ 

Tr cr ~ 9 


习题 6 同习题 5, 但是杆的两端为铰支 • 
解 ：此处 ，我们得到 
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a ( 


2 

IK ： K ^ 1 I 

e - —z 1 + />2 ， 


并且 ac 由=丨，即 k 7 = 2 tt 确定 • 


因此，待求的单位扭转角的临界值 

2nEI 
Ft = CZ • 


l\F 


习题7 试确定下端固支的垂直杆在自重作用下的稳定 极限. 

解： 如果纵向压力 r = r 沿着杆的长度变化，则在式 （20.1 ) 中的第一项 

i /0, 而代替式 （20. 14) 的是 


dZ 

I 2 EX rm -( TX f ) f - K m =0, 

W ，，-（ TY ，），_ K y =0. 

在当前的情形下，沿着整个杆长都没有横向弯曲力，而 r = -(^/-…，其中^是 
单位长度杆的重量，2是从下端点算起的坐标.假设/ 2 </,，考虑方程 

/ 2 EX m = TX 9 = - q ( l - z ) X f 

(当 z = / 时，自然有 = o ). 引用函数 u 后，上述方程的一般积分是 

U = V '[«U ”） ] ， 

式中 • 


77= y (^: (/_z) ' 


1/2 


边界 条件： -r = o ( 当 2 =()) ,尤 " = o ( 当； ： = /)• 由此给出函数 w ( r ；) 的 条件: 

f3 . 1/2 


a = 0 ， 当 p = % 


2 / ql 


3 \El 


1/3 


U Tf = 0, 当 77 = 0- 
为了满足这些条件，应当置6 =0,同时 h + h 。）=0 . 前述方程的最小根是7/ 0 = 
1. 87,由此得到杆的临界长度 


1.98 


E ! 

4 


) 


1/3 


习题8 设有一杆，具有长条形截面，致使/ 2 >>/ r 杆的一端固支，在自由 
端附加力/,在主平面 w (抗弯刚度为£/ 2 )内弯曲.试确定临 界值人 ，超过该值 
后，平面弯曲的形状将变为不稳定，并且杆在侧面 （ F 平面）出现弯曲，同时受到 
扭转. 

解：由 于刚度的值远大于(具有抗扭刚度 C ①）. 相对于侧向大挠度 


①比如，对于狭矩形截面 ，具有 宽*和高6 » A 时，则有 

El ^ =tt £ - 叫:备 ， 


弯曲出现不稳定性的同时 ，在抑 平面内的弯曲仍然是小的.为了确定不稳定的 
因素，应当建立杆的侧向小弯曲方程，其中保留在缸平面内的力/与小位移乘积 
成正比的项 . 因为集中力只附加于杆的自由端，故沿着杆的整个长度有 F =f ， 而 
在自由端 U = /) 力矩 M = 0,根据公式（ 19. 6) ，得到关于固定坐标系 x ， y ， 2 的力 

矩 分量： 

=0， M r = (/- 2 )/, M t = { Y - Y 0 ) f y 

式中 y 0 = Y ( l ). 将这些分量投影到每一点都与杆联系在一起的坐标轴 f 
上，在精确到一阶位移项时，我们得到 

(I - z)f 呈 +f( Y - Y 0 ) f 

式中是扭转时杆截面的总旋转角（在这里，单位扭转角 T = d < ip / dz 沿着杆长不 
是常 量）. 另一方面，根据式 （18. 6) 和 （18. 9) ，在小弯曲时有 

A /^- E /. r , M v = EI 2 X \ C < p \ 

比较上述两组表达式，即得到平衡方程 

EI 2 X n = ( l - z ) f , 

Ely r = -< p ( l - z ) f % C ( p r = ( l - z )/ Y , + ( Y - Y 0 ) f . 

其中第一个方程确定了在 m 平面内杆的基本弯曲.现在需要求出/的值， 

在该值时，第二个和第三个方程出现非零解，从这两个方程中消去厂我们得到 

/ *2 

( p n + k 2 (l - z) 2 (p =0, k 2 

该方程的一般积分是 

(p - a _" 1/4 (夸 (/ _2 ) 2 ) +6 >/’ " z ) 2 j - 

在固支端 U =0) 应有妒=0,而在自由端，则扭转力矩 C〆 =0. 由第二个条件有 
« =0,而由第一个条件给出 J _ l /4 ( W 2 /2) =0. 这个方程的最小根 J / V 2 =2. 006, 
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§22各向同性介质中的弹性波 

如果运动发生在形变物体内，则物体温度一般来说决不会是常量，它不仅随 
着时间变化，而且还随着物体从一点向另一点变化.这就使得在任意运动的一般 
情况下，精确的运动方程更加复杂化. 

但是，通常由于热量从物体的一部分向另一部分的传递（借助于自然的热 
传导） 进行得非常缓慢，所以可使情况得以简化.如果在与物体内部振动运动周 
期相同数量级的时间间隔内，实际上没有发生热交换，则可以把物体的任何一部 
分都看作是隔热的，亦即运动是绝热的.而在绝热形变时，用〜表示的公式， 
与按通常形式（等温的）公式的区别只是 E ， cr 的值，在此处应该取其绝热时的值 
(见 §6). 下面我们将认为这些条件都是满足的，并且相应的£:和 （7 的值，在这 
一 章中均表示是绝热时的值. 

为了得到弹性介质运动方程，应使物体内单位体积的应力之合力 
等于加速度乘以物体单位体积的质量（即它的密度 

pii i = — —. (22. 1) 

^ x k 

上式就是运动方程的一般形式.特别是，对各向同性弹性介质，运动方程可 


①这里所指的是质点速度 p 与其位移的导数 i 是相 M 的.但足，我们必须强调指出，这绝不意味荇 
是把这两个 域混为 一谈.作晶体屮，矢 Wu 是品格格点的位移，而速度〃在连续介质力学中被定义为物质 
笮位质锗的动严格说来，只是对于理想的晶体，即其中每一个品格格点（而 R 只在品格格点 h > 都有原 

子时，等 d 才是正确的.如果品体含 Yi 缺陷（存在没有填充原子的格点——空位，或者相反，在格点 
之间冇多余的 职子） ，则相当于没行形变的品格存6:质砑迁移<亦即动 M 不为岑），即依银缺陷使扩敌原 

子“穿过晶格".把 〃和 ii 混为一谈.指的就足由于扩散缓慢或小的缺陷集中而忽略了这些效应. 
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以根据平衡方程 （7.2) 良接写出来.于是我们有 

nu ~~ r V 2 « +— —— w t -~- rVV • u. (22.2) 

r 2(1 + a ) 2(1 + cr )( \ -2 a ) 

因为所有的形变都是小的，所以在弹性理论中研究的运动，域于小弹性振动 

或小弹性波.我们 H •先研 究无限各向 N 性介质中的平面弹性波.亦即，在这里形 

变“ R 仅是菜一坐标，比如说 x 和时间的函数.这吋，方程 （22.2) 中所有关于 ）• 

和 Z 的导数均消 失了. 对于矢量《的其余分量我们得到如下的方程: 


( i'U 




d'u 


c . 8 t 


(22.3) 


(关于 w 、 的方程和《、的方程一 样）. 式中引入了记号 I : 

f= [- — r , e 、- r . (22.4) 

1 lp(l +cr)(l - 2a) L2p(1 + (T)J 

方程 （22. 3) 就是通常的一维的波动方程，其中引入的量 q 和 c , 是波的传播 
速度.我们看到，波的传播速度是不 M 的•对 f 分量是一种速度，而对于分讀 
u v 和分嫩心是另一种速度. 

这就是说，实质上弹性波是独立传播的两个波 ：其中 一个波 （） 的位移方 
向是沿 着波传 播的力 • 向，这样的波称为纵波，它的传播速度是 c , ;而另一个波 
U ， u.) 的位 移方向 足在与波传播方向垂直的平面内，这样的波称为横波，它的 
ft: 播速度是 t ， ,. 由式 （ 22. 4) g 见，纵波的传播速度 c , 总是大于横波的传播速 

度 c , ②： 

r , >(4/3) ,/2 c r (22.5) 

速度 q 和 q 分别称为纵向声速和横向声速③. 

我们知道，在形变时体枳的改变是由应变张量对角线项之和确定的，亦即它 
的值 M • M. 在横波时，只有分鼠 , 而由于它们既与 ） ' 无关，又与 Z 无 
关，所以对于横波 ▽.“ =0, 这就意味着，横波与物体齐部分的体积改变尤关.相 
反，对于纵波 ▽ • «/0, 即纵波伴随有物体的压缩和 拉伸 . 

将波分为以 + N 速度独立传播的两个部分，可以推广到无限空间任意 （非 

平面的）弹性波的一般情形 . 


引入速度和 q 后，電新写出方程 U 2. 2): 

U ^ c ] V ： M + ( c ] - c ]) V V • u . 


( 22 . 6 ) 


我们 M 样给出用 Ji 缩模嫒，剪切模爾:和拉梅常量表水速度的表达式: 

如实上 .rtl f (r 1( 作从0到1/2的范内变化（参 f Al §5) ,冈 Ifll 存作 史强 的不等>0 
亦迕接称为纵波波速和横波波速 • 一一 译者注 
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将矢量 M 表示为两部分之和的 形式: 


II = Mi + U.. 


(22.7) 


其中的一个满足条件 


V - u , =0, (22. 8) 

而另一个满足条件 

V xu t =0, (22.9) 

由矢量分析可知，这样的表示总是可能的（因为一个矢敏总可以表示为某个矢 
量的旋度与某个标量的梯度之和的形式）. 

将 W = II , 代入式 （22. 6) 后，我们得到 

«/ + « r =C ； V 2 ( i / ; + 11 ,) + ( c ； - c ；) VV - u t . (22. 10) 

将该方程的两边作用散度算 子^ • ，由于 ▽ • =0,于是得到 

V • V 2 V • + ( c ； - c ；) V 2 V - w M 

或 

V - ( u t - cf V 2 u ( ) =0. 

另一方面，在 I : 式中， 位于的 1 括号里面的表达式的旋度也由于式 （22. 9) 而等于 
零.然而，如果一个矢量的旋度和散度在全空间中都等于零，则该矢量必恒等于 
零.于是有 


d 編 U 


V : u f = 0 . 


( 22 . 11 ) 


类似的，对方程 （22. 10) 作用旋度算子，并注意到 ▽ XI /, =0,以及任何梯度 
的旋度都等于零，则得到 

V x ( u t S 7 2 u t ) =0. 

由于位于圆括号 . 面的表达式的散度也等于零，于是我们又得到形如式 
(22.11) —样的 方程： 


fTu t 

cH 2 


c ： V 2 m . =0. 


( 22 . 12 ) 


方程 （22. 11) 和 （22. 12) 就是通常的波动方程（三 维）. 它们分別对应于波速 
为 C , 或弹性波的传播.其中的一个波 （《,) 与体积的改变无关（由于 ▽ • = 

0)，而另一个 （《,) 则伴随有体积的压缩和膨胀. 

在单色弹性波中，位移矢量具有如下 形式： 

1 / = Reln 0 ( r ) e *^} f (22. 13) 

式中&是坐标的函数.将式 （22. 13) 代入 （22. 6) ，则得到关于函数《。应满足的 

方程： 

c 2 t V 2 w 0 + (C? - d)VV • m 0 +0> 2 II 0 =0. (22. 14) 

单色波的纵向和横向部分分别满足方程 
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V 2 u , + k ] u , =0, V 2 m ( + k ) u t =0, (22. 15 ) 

式中 A , = ( o / c ^ k , = ct )/ c t 是纵波和横波的波矢置从 

最后，我们来研究平面单色波在两种不同介质分界面上的反射和折射.这 
时，应当注怠 ，一 般来说，在反射和折射时，波的特性是要发生改变的 • 假设在分 
界面 h 射入的是单纯的横波或单纯的纵波，而最后得到的却是既包含横波又包 
含纵波的混合波.只有在入射波垂直于分界面的情形和任意角度入射的横波其 
振动与分界面平行的情形，波的特性才不会发生改变（由对称性考虑便可以得 

出这样的结论）. 

确定入射波和折射波方向的关系式，可以直接由频率的不变性和波矢量在 
分界面上的切向分量的不变性得到②.设6和 f 分别为入射角和反射角（或折射 
角），而 c 和 〆 为两种波的 波速. 这时有 


sin0 _ 』 
sin 沒 ’ c 


(22. 16) 


例如，入射波是横波，这时 c 是第一种介质中的横波波速，而对于反射 
波中的横波同样有 〆 =Q ， 因 此由式 （22. 16) 给出 

e^e f . 

亦即，入射角等于反 射角. 对于反射波中的纵波，有，因此 

sing c t\ 
sin^' c lx 

对于折射波中的横波有 〆 =心，当入射波也是横波时，有 

sin^ _ £ii_ 
sin0 / c a 

类似的，对于折射波中的纵波，有 

sin 汐 c n 
sin0 # c n 


习 题 


习题1试确定纵向单色波向具有真空的物体界面上按任意的入射角入射 
时的反射 系数. 

解 ：在以 任意角入射时，既出现纵波反射波，又出现横波反射波.从对称观点 
考虑，很明显，在反射的橫波中，位移矢量将完全位于入射面内（图20,其中/1 0 , 


1俄文版为波 矢量实 际上 ，这电 的幻 A 14•相应波矢 SU , 的換•表示波数•即沿波矢贵方向 


长度内所包含的简谘波的 个数. 


―译者注 


②参见第六卷，§6 6 . 在那中 .叙述的所有想法，在这里也完全适用 • 
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图20 


n t ， n t 分别是沿入射方向，反射纵波方向和反射橫 
波方向的单位 矢量； , II ,， II ,分别是相应的位移矢 
量）.物体中的总位移等于下面的和式（为简便起 
见，省略了公共因子 e — …）： 

u = / l 0 / i rt e ,A<> + >4 / w y e lA/ + A t a x n ( e kr r 

( a 是垂直于入射面的单位矢量）.波矢量的绝对值 
为： A 。 = h = ( D / c ly k t = a )/ c t ，而入射角％和反射角 

$，化之间的关系 ： A = 0 0 , sin^ f = sin % — ^•我们得到 

• • 1 v c i 

在分界面上应变张量的 分量： 

u xt = \ k 0 ( A 0 + yl / ) cos 2 % + L 4 人 cosAsin 0,, 

= ^ o(^o + A i ) • 


u 


iA * 0 ( A i} - A t ) sin ^ o cos 0 o + — A t k t ( - sin 6 l ) 


(公共指数因子衩省略了 ）• 应力张量的分量按照一般公式 （5. 11) 计算，该公式 
现在可以方便的写为 

〜 =2 pc ; 〜 + p ( c ] -2 r ^) u // 5 lA . 

在介质自由表面上的边界条件： o *, 〆 ! 4 = 0，由此得= 0,并给出两个可通 
itA {) 表示4,,4,的 方程. 经过计算，最后得到 


A t - A 


c / ： sin 2^ j sin 20 o - c ] cos ' 20, 
° r / ： sin 2^ f sin 2(# 0 + c 2 l cos 2 20 l 
2 c ^[ 1x20 ^ 0^20 ( 


/i. = — A {} -rp , t 

c, sin20, sin20 o + c ； cos*20 f 

当 0 Q =0 时， 4, = - /4 n ,4, = 0,亦即，入射波全部作为纵波被反射回来 • 纵向反射 
波垂直于介质表面之分量的能流密度①与纵向入射波的能流密度之比为 


R 


A 


0 


2 


对于横向反射波，有类似的比: 


R 


C t COS > 0 ( 


A 

A 


C ; COS0 o 

自然， /?,+/?,= 1. 

习题 2 同习题1，但入射波为横波（其振动方向位于入射平面内） ②. 


① 能献随 ff 波在介质中传播，在中位时 N 内通过介质中菜一面积的能错称为通过该曲积的能流, 

单位时间内通 H 垂啟于波传播//向的申位如枳的能流称为能流密度 • ——译荇注 

② 如果 tti 动垂 A ： 于人射面，则波将以 同样的 形式反射回来，所以 = 1. 


22 各向同性介质中的弹性波 
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解：反射波既有横波也有纵波，并且 A =6> Of c l sin 0 / = qsin 0。. 总位移矢量为 

u = a x n {) A o e tk ° 0 r + n t A t e tkl • r + <1 x n ( y 4 ( e ,A, #r . 

关于反射波的振幅，得到如下表达式： 

A t c ] sinld^inldQ — c ] cos z 26 0 
A 0 c ] sinl ^^ inZ^Q + c ] cos 2 20 o 

A , 2 c l c t sin 26 0 cos 26 0 

>4 0 c ] sin 20 ; sin 20 o + c ] coB 2 2 d 0 

习题 3 试确定半径为的弹性球之径向振动的固有频率. 

解：选 择原点位于球心的球 坐标. 径向振动时 ，“ 的方向沿着半径，并且只与 
r 和时间 f 有关. 因此 ▽ XU =0•引入位移“势”使之符合于 u r ^u = d ( p / dr . 把通 

过 * 表示的运动方程归结为波动方程4 = #,或按时间为周期 （ 的 

振动方程： 



在整个球的体积内 （ 除球心外），该方程的有限解为 

.sin/cr 
(p ^ A - • 


(没有写出时间因 子）. 径向应力： 

(T rr =p\(c z , - 2c] ) u u +2cju„ I =p \ {c] - 2c])V-(p + ^c](p n \ 

或利用方程 （1): 

'l- _ 2 1 f 

— CT rr = - (O (f> —— (p . 

P T 

将边界条件 cr ^ R ) =0 引入方程，则得 

tan kR _1_ 

kR = 1 - ( kRc/2c t 


( 2 ) 

(3) 


上式的根即确定出固有振动频率似 - c t k . 

习题4 试确定带有球腔的无限弹性介质径向振动的固有频率（设 G >> 


c i )- 

解： 在无限介质中，球腔的径向振动伴随有纵向声波射出，因而引起能量耗 
损和振动的衰减_当 C , >> c〆 亦即尺 >>/!) 时，发射出的声波是小的，也可以说振 
动的固有频率具有小的阻尼 系数. 

方程 （1) 解的形式是发散的球 面波： 

(P =A—, k= — 3 

借助于式（2)，由边界条件=0,即得 
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由此（当 c , » c ，时） 



= 4(1 一 ikR )• 


2c J 


co 的实部给出振动的固有频率，而虚部给出阻尼 系数. 自然，在不可压缩介质 
( c,— 00 ) 中是不存在阻 尼的. 这些振动是由于介质剪切 （/ i #0) 阻力的特殊结 
果. 我们注意到，对于它们 A /?=2 c / c , «1 ，亦即相对于这些振动的波长远远大 
于尺（有意思的是，将该振动与弹性球的振动的结果相比较，当 q >> c , 时，第一 
固有频率可按式 （3) 由 kR=ir 给出 ）• 



§23晶体中的弹性波 


弹性波在各向异性介质中的传播，亦即在晶体中的传播，比在各向同性物体 
中的传播有更为复杂的规律.为了研究这样的波，我们应返回到一般的运动方程 


= 


扣 k 


t 


以及利用关于的一般表达式 （10. 3), 即 


按照上节开头所说的，式中 A 


iA/m 



所有的 M , 都是指绝热的弹性模量. 


将代人运动方程，即得到 




tklm 



1 d 2 U m 


由于张量关于指标/和 m 是对称的，故交换第二项的求和指标/和 m 后，我 
们就发现第一项和第二项完全 相同. 于是，我们就得到运动方程： 


pii ( - \ 


iklm ()x k dx\ 


(23. 1) 


现在来研究晶体中的单色弹 性波. 为此，我们应寻求运动方程形式为 

i ( k • r - <ui ) 

(〜 是常数）的解，而波矢 M & 与频率之间的关系，要由所写出的函数实际满 
足方程 （23. 1) 来确定.将仏对时间取导数使本身 扩大了 -!0>倍，而对\取导数 
使本身扩大了 A 倍，因此将上式代入方程 U 3. 1) 后，即变为 

P^ U i ^^iktm k k k l U ^ 

i 己 A = S lm u m ，将上面的等式改写为 


§23 晶体中的弹性波 
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- A lWm / c *^) u m =0. (23.2) 

这是关于未知量 u tt u v , u t 的三个一次齐次方程组.众所周知，这组方程只有当 

其系数行列式等于零时有非零解，即方程 

- P ^ 2 5 , m l =0. (23.3) 

这些方程确定了频率与波矢量的关系，这种关系通常称为波的色散关系，确 
定它的方程称为色散方程.方程 （23. 3) 是关于心的三次方程 ，一 般来说，它有 
三个不同的根； =a ) 2 J (k) ，就是色散关系的三个分支.将其中的每一个根依次代 
回到方程 （23. 2) 并求解，即得到这些波的位移 矢量“ 的方向，就是通常说的偏 
振方向 （ 自然，由于方程自身的齐次性，矢量《的绝对值不能由方程 （23. 2) 确 
定，仍然是任意的）①.具有同一个波矢量 * 的三个波的偏振方向相互垂直.这一 
重要结果，也可以由把方程 （23. 3) 看作是确定二阶对称张量 X Mm k k kp 的主值 
方程而直接得到，因而方程 U 3. 2) 也就确定了这一张量的主方向.众所周知，主 
方向是相互垂直的.但是 ，一 般来说，这些方向之中的任何一个，对于 * 的方向而 
言，即不是纯纵向的，也不是纯横向的. 

波的传播速度（它的群速度）由下面的导数给出： 

U =— (23.4) 

dk 

(参见第六卷， §67). 在各向同性介质屮， o >( A ：) 与绝对值 / c 成正比关系，因此，该 
速度的方向与波矢量的方向一致.而在晶体中并非如此 ，一 般来说，波的传播方 
向与波矢最*的方向并不一致，只有对某些特殊方向（晶体的对称轴方向）矢量 


灸和1/才是共线的 • 

由色散方程 （23. 3) 可见，在晶体中， w 是矢置 At 


的分量的一次齐次函数（如 


果引入比值作为未知量，则方程的系数与 A 无关） . 因此，速度1/是、， 

的零次齐次函数.换句话说，波的传播速度是它的方向的函数，与频率无关. 

如果我们在 A - 空间（亦即在、，<，卜坐标中）构造一个频率的等值面 
oj(k) = const (对于色散关系中的任何一个分支），则矢量 U 3. 4 ) 的方向与等值 
面的法线方向相同.很明显，如果等值面处处都是凸面，则 " 和 * 的方向之间的 
关系是单 值的： 每一个 A 的方向对应一个确定的"方向，反之亦然.如果频率的 
等值面非处处是凸面，则这个关系变为非单值的关系：每—个*的方向，像前面 
说的那样，对应（在给定色散关系的分支上）一个 U 的方向，但是，给定"的方 


① 在各向同性物体中•这牌分支是(纵向偏振波）和两个取根 O ； = C | A ， 对应于两个独立的横 
向偏振波 • 

② 由于张慑的对称性质，有 

域后一个表达式与第一个的〖 X :别只是傀标符号 A ,/， 亦即张1 实际 上关 于指标是对 称的. 
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向，可能存在不同的 A : 方向. 

习 题 

习题1 试确定在立方晶体中弹性波的色散关系：（1)波在立方晶体结晶 
面 （001 ) ①即立方体界面上 传播； （2) 波在结晶方向 [111 ] 即立方体对角线方向 
上传播. 

解 ：立方 晶体不为零的弹性模量有= A , , A „ rv = A 2 ， = A 3 ( 和与它们 
相等的由: r ， y ， z 中其它指标对来置换指标 x ， y 得到的分量，参见§ 10). 坐标轴 
x , y y z 沿着立方体的棱边 • 

(1) 选取 （001 ) 面作为玎平面，并设 (9 为该平面的波矢量 it 和 x 轴的夹角， 
构建并求解色散方程 （23. 3) ，即得到色散关系的三个 分支： 

p ( o ] 2 =+灸 2 j + A 3 ± [ ( A , - A 3 ) 2 -4( A | + A 2 ) ( A , - A 2 -2 A 3 ) sin 2 0 cos 2 矽] 1/2 1 * 

po)\ - A 3 /c 2 . 

第三个分支的波是沿着 z 轴的橫向偏振波.前面两个分支的波是在町平面内的 
偏振波.从对称性考虑，很明显，所有这些波的传播速度 V = d ( o / dk 也在 xy 平面 
内，因此由得到的表达式计算它是足 够的. 

当 0=0(* 沿 x 轴）时，有 

pcj] = A , A： 2 1 pa)\ = A 3 ^*, 

并且 1 波是纵波（沿着轴偏振），而2波是橫波（沿着 >‘轴偏 振）. 

当 0 = tt /4( k 沿立方体界面的对角线）时，有 

p(o] = 士 ( 入 1 + A 2 +2A 3 )^ 2 , po)] =-^*( A, - \ 2 )k 2 . 

其中 1 波是纵波，而 2 波是橫波，并在砂平面内偏振. 

(2) 在这种情形下，波矢量的分量、 = A y =< =- p . 色散方程的解是 

p ( t >] = ( A , + 2 A 2 +4 A 3 )， 

P ^2,3 = 丁灸*(入丨 - A 2 + A 3 ). 

其中 1 波是纵波 ，2 波和3波是横波. 

①在结晶学中 i 己号称为品酣指标（或密勒 指数） ，用它来表示一组平行晶面的 取向九 A ,/ 是 
三个乜质整数，所以 （()01 ) 表尔一个晶; Ifn [ UVW ] 称为站棱指标，用它来表示一组平行直线的方向 ， w , r , 
亦娃三个互质粮数，所以 [m ] 表示一条直线，这里是立方晶体的一条对 角线. 作细请参阅冇关教程. 

——译者注 



习题 2 试确定六方晶系晶体弹性波的色散关系 • 

解 ：六方 晶系有五个独立的弹性模量（参见§10的习题1)，对它们引入 


记号 


yyyy 


, A 


, A 




入⑽ = A : c ， 入似 ： = A w: = d ， A «« =/• 

令 2 轴的方向沿着六次对称轴，而•!：，>•轴的方向可以任意选择 • 我们这样选取於 
平面，使波矢量灸在它的 上面. 这时 I = ksin 0， k Y = 0，、= Zccos 0， 其中0是灸与 

Z 轴的夹角.组建并求解方程 （23. 3)，得到 

pa ) : } = k 2 ( bsin 2 6 + dcos ^ O ) f 

pw ] 3 = ^ rk 2 \ as \ n 2 0 + / cos 2 6 + d ± 

± [ ( (a - d ) s \ n 2 e + (d - f ) cos 2 6) 2 +4 (c •¥ d ) 2 sin 2 Bcos , 2 $] 1/2 |. 

当 0=0 时，有 

pa >; 2 = k 2 d t pw ] = k 2 f . 

其中 3 波是纵波， 1 波和 2 波是橫波. 

§24 表面波 

弹性波的特殊形式是在介质表阎附近传播而不穿入介质深处的波，就是瑞 
利波 （ J . W . Rayleigh , 1885). 

写出形如式 （22 •丨 1)，（22. 12) 的运动 方程： 

^- c 2 V 2 u =0 (24. 1) 

bt 

(式中 u 是矢 ¥: M ,, M , 中的任意一个分量，而 C 是相应的速度或 C ,) ，并寻求其 
适合于表面波的解.假设弹性介质的表面是平面，就把它选作叮面，并设介质对 
应于2<0的区域 • 

我们来研究沿着^轴传播的“平面”单色表面波，其中函数 U ( t ， X ， 2 ) 具有如 
下 形式： 

式中函数 /( Z ) 满足 方程厂 = 〆 /，引入记号 

2 1/2 

K 十 D . (24.2) 

如果 v -^/ c 2 <0, 则 /( Z ) 是周期函数，亦即我们得到的是通常在介质整个体积 
内不消失的平面波.因此，应该认定 V ~( o 2 / c 2 >0,而且 K 为 实数. 这时，方程具 
有 exp ( ± w ) 形式的解，应从中选取时的衰减函数. 

这样一来，我们就得到运动方程 的解： 
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u = const • e (kx ~ ut,> e K \ (24. 3) 

它对应于在介质内部迅速（按指数）衰减的波，即波只在介质表面附近传播，^值 
决定波的衰减速度. 

波中貞•实的位移 矢量“ 为矢量 u , 与“ , 之和，其中的每一个分量都满足方 
程 （24. 1)，义的速度为^=4，1<,的速度为 c =&. 在无限介质屮的体积波情形下， 
这两部分是两个相互独立传播的波.而在表面波的情形下，再像这样的把它分为 
两个相互独立的部分是不可能的（由于存在边界条件）.位移矢量《必须是矢量 
义和之确定的线性 组合. 关于后面的两个矢量，我们必须指出，现在它们没有 
明显的平行和垂直于位移分量传播方向的意义了. 

为 r 确定矢 m 和! I ,的线性组合以给出真实的位移《，必须转向确定物体 
的边界条件.由此确定波矢量*和频率之间的关系，因此也确定了波的传播 
速度.在自由表面上必须满足 o -, k n k =0的条件.因为法矢量/!平行于2轴，故由 
此得出以下 条件： 


所以 








= 0， u yz = 0, ( r ( u xs + u rr ) + ( 1 =0. 

因为所有的量都与坐标 y 无关，故由第二个条件给出 


(24.4) 


_ %\dz dy I 3 E dz 
由此并考虑到式 （24. 3), 得到 

u v =0. (24.5) 

因此，表面波中的位移矢量《位于通过传播方向并垂直于表面的平面上. 

波的“横向”部分 n , 应满足条件 （22.8) ，即7 • 或 


—+—= 0 . 
dx dz 


根据式 （24. 3)，由这一条件得到等式 

+ K t u u = 0 , 

依此确定比值 u , yu tz . 于是有 

\kx •¥ HtS - iwt • j iJs.x ♦ Kgi - itoi / A \ 

u lx = K t ae ， u u = — ikae r . ( 24 . 6 ) 

式中 a 是常数. 

波的“纵向”部分屮满足条件 （22. 9) ,即 ▽ Xu , =0或 


dz dx 



由此 


\ku h - KfU u = 0 , 



这样一来，就有 

«“=沾 〆 …广' u u = - iK / eh ’ v -' (24.7) 

式中 A 是常数. 

现在利用条件 （24. 4) 中的第一和第三式，将〜通过 u , 的导数表示，并引入 
速度 q 和 r ,， 这些条件即可改写为 


+ ( c y -2 c ( )—=0. 


在上式中代入下式: 


U x = U tx + U u 1 = ll U + U 


最后，由式 （21 8) 中的第一个条件给出 方程： 

a(k 2 ^ k 2 ,) + 2bkK ( = 0 f 

由第二个条件导出 等式： 

2ac 2 ,K,k + b[c](K] - A： 2 ) + 2c]k~ ] 

或 

2aK t k + h(k: + ) = 0. 

由两个齐次方程 （ 24. 9) 和 （ 24. 10) 的相容性条件给出 

( k 2 + k: ) 2 =^h 2 K t K t f 

或两边平方并代人6和〜的值，得 


2k 2 


\6k A ( h 2 


-f)( 


(24. 8) 


(24.9) 


(24. 10) 


(24. 11) 


上面的方程确定了 co 和 A •的关系•显然= const - A ••为了确定比例系数， 
将这 一 关系写为 

a ) = (24. 12| 

这时，展开括号并约去公共因子 A ： 8 , 我们就得到了关于 f 的方 程： 


■6 


- 8 ^ + 8 ^( 3 - 2 |)- 16 ( 1-|)=0 


(24. 13) 


由此显 见/的 数值只与比值 q / c , 有关，而这一比值乃是每一个给定物质的某些 
固有特性，并且它本身也只与泊松比有关： 

4 _ 1 - 2(7 

C? 黧（ 1 - (T) 


自然 j 必须是正实数，并且6 <1( 以使为实数 ）• 满足这些条件时，方程 


(24. 13) 只有一个根.所以，对于每一个给定的 r,/r 

f 值 ①. 

这样一来，对于表面波，也像体积波一样， 
频率正比于波矢鎩.它们之间的比例系数是波 
的传播 速度： 

U = c ^. (24. 14) 

依此，表面波的传播速度就 "1 ■以通过体枳波的 
横波和纵波的速度和 q 来确定.横波和纵波 
的振幅之比值由 f 值按下而的公式 给出： 


值，总共就得到一个确定的 


1,00 


0.95 


0.90 


0.85 



图21 


f = - (24.15) / 

b 2 

n ^ 

对于不同的物质，比值 e / c , 的实际大小在0 1/4 1/2 

到0的范围之间变化，相应的 o ■在0到1/2内 

变化.这时 f 的变化范围是从 0. 874 到 0. 955. ^ 21 

在图21上给出了 f 与 o ■的关 系图. 

习 题 

习题有一厚度为 h ' 介质 1) 的平面平行层位于弹性半空间（介质 2) 上面. 
试确定平行层内振动方向与层边界平行的橫波之频率和波矢量之间的 关系. 

解： 选取平行层与半空间的分界面作为 W 平面，并且，弹性半空间对应于 
z <0,而平行层中在层内，有 

O r/ \ i( fc* - ) 

而在介质 2 中，我们把在深度上衰减的波写为： 


,=0 


对于函数 / U ) 有如下 方程： 


i 4 e K：r e 


i( k\ - tul 


， HD 


2 


厂 + / C ;/=0， K 


(下面我们会看到，应使 k ] >0) ，由此有 

/( z ) = Bsiuk^z + Ccosk 

在平行层的自由边界 （2 = /?) 上，必须有 o\ v = 0 ， 即 Du yX /dz =0* 而在两个介质之间 


①当从方程 （24. II ) 化为 <24. 13) 时•玉失了 W 2 =0的=〜=々），这勻值《=<)相适应，14时满 
足条件 f <1. 但是•山方程 （24. 9) 和 （24. 10) 秘阽，这贱裉与等式《 = - /，相符合，因此全位移《 =屮+ 


七=0,即根本就没有 运动. 




§25 杆和板的振动 


的界面上 （ z =0) 有下面的条件: 
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Mi 



^ U r2 

hz 


( Ml , M 2 是两种介质的剪切模 量）. 由这些条件得到关于的三个方程，由 
这些方程的相容性条件给出 


.M2 ^2 
tan /c, /* =- • 

綷 ，I 

该方程以隐式形式确定了 CJ 与 k 的关系，它只有在 A 和 / C : 为实数时有解，因而 
总有 c , 2 > a)/k > c ( l . 由此可见，该波的传播，只有在的条件下才有 可能. 

§25杆和板的振动 


在薄板和杆中传播的波与在各向无限介质中传播的波，有着本质的区别.这 
时我们所说的波，其波长远远大于杆或板的 厚度. 相反的极限情形是波长远小于 
杆或板的厚度，这时一般吋以把杆或板看作是各向无限的，并且我们又重新得到 
在无限介质中存在的关系. 

必须区别发生在平行于杆轴或板平面方向振动的波与垂直振动 的波. 我们 
首先从研究杆中的纵波开始. 

若在杆的侧表面上没有任何外力作用，则杆的纵向形变（截面沿杆长是均 
匀的）是简单拉伸或压缩.这样一来，在杆中的纵波是沿杆长传播的简单拉伸或 
压缩.但是，在简单拉伸时，应力张 撳中只 有分量 Or „ 不为零 （ Z 轴沿着杆长），它 
与应变张量的关系（参见 §5) 为 

du 2 


将该式代人一般运动方程 



一 dx k 


得到 


SL 0 . (25 * 1) 


这就是杆中的纵向振动方程，我们看到，它具有通常波动方程的 形式. 纵波在杆 


中传播的速度等于 



(25.2) 


将该式与 q 的表达式 （22.4) 比较，我们发现，它小于在无限介质中纵波的传播 


速度. 

我们现在转到薄板中的纵波 • 对于这种振动的运动方程可以立刻写出来，这 
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只需在平衡方程（ 13. 4) 中，以 - p/i 和-动 一& 代替 P , 和 P , 即可，于是有 

ar dt 

p d 2 u % 1 d 2 u f 1 d 2 u x 1 d 2 u y 

E dt 2 1 - a 2 dx 2 + 2 ( 1 + (7 ) dy 2 + 2(1 - a) dxdy' 


A ZJ ： 

E dt 


- a 2 dy 


1 汾以, 1 

2(1 + a ) dx 2 + 2( 1 - a ) dxdy 


(25.3) 


现在来研究沿着 x 轴传播的平面波，即在这种波中形变只与％坐标有关，而与7 
坐标无关.这时方程 （25.3) 得到了极大的简化，并具有如下 形式： 


p { \ - a 1 ) dx 2 


dt 2 2 p ( \ + cr ) dx 


这样一来，我们又一次得到了普通的波动 方程. 式中的系数，对于、和 
同的. 振动时平行于传播方向的波 UJ ，其传播速度等于 


(25.4) 
iK 是不 


(pTi^y) • (25 . 5) 

[ fii 振动时垂直于传播方向（何仍处于板平面内）的波（\),其波速等于无限介质 
中的横波波速 C ,. 

由此可见，杆和板中的纵波与无限介质中的波，具有同样的特性，区别只是 
速度（依旧与频率无关）不 N . 对于杆和板中的弯曲波，得到的完全是另外一种 
关系，在这种情形时，振动发生在垂直于杆轴或板平面的方向上，即伴随杆或板 
的弯曲. 

板的自由振动方程可以在平衡方程 （12. 5) 的基础上直接写 出来. 为此，必 
须用加 速度# 与板在单位面积上的质 ttp 力之乘积代替式中的 - A 这样一来，我 
们便得到 




V 2 V 2 ^ =0 


(25.6) 


(式中 V 2 是二维拉普拉斯算 子）. 

现在来研究单色弹性波，并相应地寻求方程 （25. 6) 的解，其形式为 

^ = const • e ,( * * r ~ <ut> (25. 7 ) 

( 自然，波矢 M * 总是有两个分和卜） . 将其代入式 （25. 6) ，则得到方程 

一 pa)^ + = 0 . 


由此得到频率与波矢量之间的如下关系: 




h 2 E 


\ ph ) •- \12 P (1 _ 〆 ‘)/ • - 

由此可见，频率与波矢墩绝对值的平方成正比.而在无限介质中的波，频率与波 
矢量绝对值的一次方成 正比. 


(25. 8) 



知道波的色散关系后，就可以根据公式 （23. 4 ) 求出波的传播速度，在现在 
的情形下，我们得到 

I 2 I /2 

/t , 1 k . (25.9) 

. 3 p ( 1 - a ) J 

由此可见，弯曲波沿板的传播速度与波矢量（波数）成正比，而不像在三维无限 
介质中的波那样是常量从 

对于细杆的弯曲波也会得到类似的 结果. 假设弯曲振动是小的.在小挠度弯 

曲杆的平衡方程 （20. 4 )中，将力-心， -尺、 代以加速度尤汐与单位长度杆的质 
量 pS ( S 为杆的截面面积）之乘积，便得到运动方程.由此，有 


pSX = El 




pSY = EI x 


a 4 y 


(25. 10) 


我们重新寻求这组方程如下形式的解： 

X = const • e“* … ， Y = const • e ,a ' w，> , 
并得到沿文轴和 y 轴振动的色散关系如下： 


l ( kz - 4 i ># > 



k \ 


(&) 


k \ 


(25. 11) 


相应的传播 速度: 


"⑴ =2 (今 ）I k . (25. 12) 

最后，我们来研究杆的扭转振动.当杆受到扭转形变时，杆的运动方程可由 
衣达式 Ch /如 （参见§ 16, § 18) 等于单位长度杆的动湞矩对时间的导数得到. 
该动矩等于⑴，其中抑/ 以 是旋转角速度 （ P 是给定截面的旋转角），而 

/ = J (太 2 +，， 2 ) d / 

为杆截面关于惯性中心的惯性矩（在纯扭转振动时，每个截面都将绕杆屮保持 
静止的惯性轴作旋转振动）.写出 t = S ( p / dz , 即可得到如下形式的运动方程： 

C ^ 4 =nl ^ 4 . (25. 13) 


dz* dr 

由此町见，扭转振动沿杆的传播速度等于 

，， k 1/2 

(灭） • 

习 题 


(25. 14) 


习题1试确定杆（长度为 /) 的纵向固有振动频率，杆的一端固支（夹紧固 


0;波矢 M (波数 ） A =2 tt / A , K 中 A 足 波长. W 此，报据式（25.9)，3 A 4吋，速度 tz 就应无限地增 
加•实际 h 这个结果是垒无实际息义的 ， W 为公式 （25.9) 不适用于波长过短的 情形. 
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) ,另 一 端自由 • 

解：在固定端 （•： =0) 应有 U ;=0, 而在自由端 （2=/) 有 CT 
fiu / dz =0. 我们寻求方程 （25. 丨 ） 的形式为下式 的解： 


Eu : : = 0，即 


u . = /4 cos ( iot + a )^ inkz , k 




/ 时 cosA 7 = 0 的条件得到固有频率 


( 2 n + 1 ) 7 T 
21 


( n 为整 数）. 

习题 2 同习題丨，但是杆的两端都自由，或两端都固定. 
答案： 在这两种情形下均有 


nil 


习题3 试确定弦（长度为 /) 的固有频率 • 

解：弦 的运动 方程： 

d 2 X pS d 2 X n 
— r ― r =0 
df T fir 

( 参见平衡方程 （20. 17)). 边界条 件：当=0，/ 时， X =0. 由此得到固有 频率: 

1/2 

^_( pS \ njr 


( p y) 7 


习题 4 试确定两端固支（夹紧固定）杆（长度为 /) 的横向振动固有频率. 
解 ：将式 

X = ^¥ 0 ( 2 )cos {cot + a) 

代入方程 （25. 10) 后，即得到 

^ ^0 4 v 4 2 pS 

-^ = k X ^ k =( ° eT ： 

该方程的一般积分是 

^V 0 = /Icos/cz + /^sin/c2 + Ccosh/cz + Dsinh/cc. 

常数 4,«,C ， D 由边界条件确 定：当 z=0J 时， l=0 ， dA7cb=0 . 结果得到 
.V 0 - A \ ( sirW - sinh/c/) ( coskz - cosh kz) - ( cosk/ - cosh/c/) 

I simc: - sinh/cz) I 

和方程 

COSK/conh/c/ = 1 , 

由该方程的根给出振动的固有 频率. 其中最小的固有频率为 


习题 5 同习题 4 ,但是，杆的两端是简支的. 
解：类 似问题 4 的解，最后 结果： 

X {) = Asitxkz^ 

而频率由 sinff / = 0 确定，即 


nu 


n = 1 ,2,…） 


最小频率是 


9. 87 ET, 


习题 6 同习题 4 ,但是，杆的一端固支，另一端 自由. 

解：对于位移，我们得到 

A’ 0 = /4 | ( coskI + cosh/c/) ( coskz - cosh/cz) + ( sin/c/ - sinh#c/) ( siriAcz - sinh/cz) | 

(在 2 = 0 端固定；在 2 = / 端自由），固有频率方程 

cos/c/cosh/c/ + 1=0, 

最小频率 

3 . 52 EI y 

似—- /2 ^ 5 - 

习题 7 试确定四边简支矩形板（边长为 a 和 6 ) 的固有振动. 

解 ：将式 

C =(o(W)cos(a>f +a) 

代入方程 （ 25 . 6 ) 后，即得到 

4 v ^ 4 2 12 p ( \ - a ) 

▽(0一 <(0=0 ， K =0) jl- - • 


将板边选为坐标轴.边界条件 （ 12 . n ) 现在表 示为： 

(= 0 ， =0，当 ： i : =0 ，a 


0 , —r = 0 ，当 y = 0 , /)• 


满足这些条件的解是 


„ . . m7rx . mry 

C {) = Asm - sin —r^ 

a b 


(m,n 是整数），而频率由下面的等式 确定： 

" = " [( ^) +( l ) :• 

习题 8 试确定矩形膜（边长为 a 和 6 ) 振动的固有频率 
解： 膜的振动方程 
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rv^=p/^ 

( 比较平衡方程 （14.9) )• 膜的边必须是固定的，所以 （=0. 相应于矩形膜的解是 



.mTT.r . /nrr 

sin - sin —-^cosoi/, 

a b 


式中固有频率 



( m 9 n 是整数 〉• 

习题 9 试确定圆形，椭圆形，等边三角形和狭矩形（长条薄壁杆）截面杆扭 


转振动的传播速度. 

解 ：对于 圆截面（半径为/0杆，惯性矩 / = tt /? 4 /2, 扭转刚度 C 可取自§ 16 

的习题丨，得到速度值为 （ fi / p ) 1 2 ，它与 q 相同. 

类似地（利用§ 16习题 2-4 的结果）得到椭圆截面杆的速度 

2 ab 

2 | ^ ^ I , 

cr + 


对于等边三角形截面杆，速度为 
对于狭矩形截面杆，速度为 


(3/5 ) ,/2 c 



所乘这些速度全都小于 

习题10 在无限深度的不可压缩液体的表面上覆盖一个弹性 薄板. 试确定 
当波沿薄板和液体表层同时传播时波矢量和频率之间的关系. 

解：选 取板平面作为：:=0的平面，而 X 轴沿波传播的 方向. 设液体所在区域 


相对于= <0—侧.自由板的运动方程为 




cit 2 




<) x A 


( p 0 为薄板材料的密 度）. 当存在液体时，在方程的右面应该增加一项液体作用 
于板面单位面积上的力，即液体的压力/，•但是，在波中压力可以通过速度势表 
示为 /) = - pfUp / dt ( 忽略重力 场）. 由此得到方程 


pJ l 


fi 


fn 


1) 


々 A 


fix 


p 


Bt 


( 1 ) 


0 


其次，在液体表面上，液体速度的法向分量必须等于板上同一点的速度，由此得 
到下面的 条件： 


r)/ S2 - * ° 


(2) 


§26 非谐振动 


• 123 - 


势 p 必须在液体的全部体积内满足方程 


(3) 


寻求 （ 形式为 c = U e ' k ， ⑻的 行波.据此，我们取方程 （ 3 ) 的解为沿着液体深度衰 
减的表面波 


i( k\ ~ (Ot) k: 

{p — ip {) e e • 


将该表达式代入式 （丨） 和 （2)， 即得到关于中。和“的两个方程.由方程的相容 
性条件得到 

(i) - IJ - ； 7* 

p + 


§26 非谐振动 

上面论述的整个弹性振动理论都是近似的，是基于胡克定律的弹性理论那 
样意义上的近似.注意，这一理论的基础是把弹性能展为应变张量的幂级数，并 
R 保留到二次项为止.因此，应力张 K 分景就以表 耶为 祕.变张诘 分擊的 线性函 

数，同时运动方程也是线性的. _ 

在这种近似时，弹性波最显著的特点是，任何波都可以表示为各单色波的简 

单叠加（即线性组合）形式.每一个单色波都各自独立的传播，也可以不伴随任 

何无关的运动而单独存在.可以说，同时住冋一种介质中传播的不同单色波彼此 

“不相互作用 ”• 

可是，所有这搜特性在进行下面的近似时全都消失即使^面近似的效应 
是小的，但对于某些现象仍然能够起着主要的作用.由于这些效应对应的运动方 
程是非线性的，也不可能有简单的周期 （调和） 解，所以通常称为非谐效应.一 
这里，我们考虑由弹性能中形变的立方项所引起的三次非谐效应.相应运动 
方程的一般形式是很烦琐的•但是，我们可借助于下面的论证来阐述非谐效应的 
特性.弹性能中的立方项给出应力张量的平方项，因此，在运动方程中也有平方 
项出现.设想在这些方程中，所有的线性项都移到广等式的左边，而二次项都移 
到了等式的右边.用逐次近似法求解这些方程，我们应在第一次近似中舍弃所有 
的二次项.这时，剩下的就是通常的线性方程了’它的解可以用 consl * 
e iU r - wl > 形式的单色行波的叠加来表示，每一个单色波的⑴和&之间都有确定 
的关系.接下来作第二次近似，这时应置« =«<, +«. ，并且在方程的右边（平方项 
一边）仅保留项.因为按照规定 ， M o 满足没有右端项的齐次线性方程，故在等 
式的左边部分带有 M u 的项相互约减，结果我们得到关于矢量 w 1 之分 k 的非齐 
次线性方程组，位于方程右边的是关于坐标和时间的已知函数.这些在原方程右 
边代替 K ( , 而得到的函数是一个和式，其中的每一项都正比于形为 
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' 或^…卜…％”的因子 ，这里叫叫和 k k 是任何两 
个单色波第一次近似的频率和波矢量. 

众所周知，这种形式的线性方程的特定积分，是在方程自由项（右端）屮 M 
有同样指数因子（并带有适当选取的系数）项之和.其中的每一项都对应于一个 
具有频率似_ ±叫和波矢量< 的行波（等于原来各波频率的和或差的频率 

称为组合频率）. 

这样一来，由三次非谐效应得到的结果，是在基本单色波（具有频率0>,, 
o > 2 ，…和波矢量< , Ar 2 ,…〉的集合上，再符加上某些弱强度“波”，这些弱波的组 
合频率形如％ ±0> 2 ,而组合波矢 t 形如 t ±屺.这里，我们把它们称为带引号的 
“波”，是因为它们只是一些修正效应，并且不能够中.独存在（某些特殊情形除 
外，见下面）.一般来说，如，： to > 2 与 At , ±1之间，不满足通常在单色波中存在的 
那种频率与波矢量之间的关系. 

但是，很明显，在特别选取的以,，< 和 ( o 2 , k 2 值时，使 + w 2 与 Ar , + <之 
间（为了确切起见，我们将只讨论和，而不讨论差）在给定介质中满足单色波存 
在的关系中的一个是可能的.引入记号叫=% +叫和& + A : 2 ，我们从数学 

观点 h 可以认为对应于满足第一次近似的齐次线性运动方程（尤右端项） 
的波.如果在第二次近似时运动方程的右边存在具有同样 o ); ，幻并与> 
成比例的项，则如所周知，这些方程的特定积分将是具有同样频率而振幅随着时 
间无限增大的波. 

这样一来，当两个单色波 ，心和 ( o ly k 2 叠加（对于其和 o > 3 , 岣满足上述的 
条件）时，由于非谐效应而引起共振现象，亦即产生现在的新单色波 o > 3 , ifc 3 之振 
幅随着时间的增加而增大，直到最后也不再变小了.显然，如果在叠加波 
和 a ) ly k 2 时产生波 o >,， At 3 ，则在叠加波 W | ， Ar , 和 ( o ^ k , 时也将发生共振，并出现 
波 0 J 2 = a >3 - ,* 2 - k t ，而在叠加波0>2 和0>3，灸3时，也将产生波 0)' 丸. 

特别是，在各向同性物体中，可借助于 w = c ，或 w :，将和々联系起 
来，而且不难看出，在这种情形下，这些关系中的任何一个，对于三个波 
(6>丨，灸，；01 2 ，灸 2 和0> 3 =< U , + 0) 2 = k t +々 2 ) 中的每一个都能成立.如果灸,和灸 2 的 

方向不相同，则卜<&, 因此，很明显，这样的 k ,, k 2 只能在下面的两种情形 
下发生共振：（丨）和是横波 ，而％，卜 是 纵波； （2 > co ^ k , 或 
中有一个是纵波，另一个是横波，而 o > 3 , &是纵波.如果矢量 < 和心的方向相 
问.则在三个波全都是纵波或全都是横波的情形时即可发生共振. 

引起共振现象的非谐效应不仅在某些单色波叠加时发生，而且，在冇的情况 
下，总共只有一个波％，冬时也能发生.在这种情形下，在运动方程的右边有与 

成比例的项.但是，如果叫之满足通常的关系式，则（由于这是一次 
齐次关系式） 2 o >, ,2 k , 也满足这一关系式.这样一来，除了已存在的单色波叫， 



k 、 之外，非谐效应还导致出现了 U 符二倍频率和二倍波矢量 （2%，2 M 的波，而 
a 这个波的振幅随着时间的增加而增大. 

m 后，我们简单地谈谈，如何建立考虑非谐项的运动方程.现在，应变张量必 
须由完全的表达式 （ I • 3 ) 确定： 


1 / du - du t ciu t 


(26. 1 ) 


迮该式屮不可以忽略 a , 的平方 项. 其次，对于已知对称的物体，能量密度 的 
一般表达式应该写成标量形式，这些标量是由张量〜的分 t 和一些表征物体材 
料特性的常张 hU 且成，其屮包含〜的项应达到所希望的幂次.然后，将关于％的 
表达式 （26. 丨）代入，并弃上义的过高幂次的项，我们便得到能量二它是导数 
如 ; / a 的函数，并具有所希望的精度. 

为了 得到运动方程，我们注意下面的 结果.变分知 可以写为 


_ He ^ ^ u i 

d ( fill / dx k ) cix k ^ 


或者，引入记号 : 


_ ds ^ _ 

r)( r)u/fix, ) ? 


(26-2) 


改写知为如下 形式: 


8 e 


c )8 u . 


f ) 、 ⑽ 

—(^>,)-6^- 


式中- Su , 的系数是物体单位体积 h 之合应力的分量，它们具有和以前一样的形 
式.因此运动方程依然能够写为 


d(T 


P(. w , 


(26.3) 


式中 p ( , 是物体未形变时的密度，而张1分量现在按式（2&2)由具有希望精 

度的 e 来确定.张量现在不是对称的. 

我们着重指出，现在这里已不再具有动量通量密度（应力张量）的怠思. 
在通常的理论中，这样的解释是由物体的体力密度（单位体积的合应力） 
时, 〆 M 按物体体积积分得出的.在这种情形下，主要的是，积分时我们没有 
区分形变前与形变后物体上点坐标的不同，忽略了它们之间的 差别. 但是，在转 
入随后的近似时，这样的忽略变为不可能了，而且，限定积分区域的表面与所研 

究物体形变以后的区域的真实表面是不一样的. 

在§2中已经指出，张量的对称性与动量矩守恒相联系.现在，这个结论 


P 这里我们说的足内能《，而不足 II rti 能厂闪为这甩所 H •论的问題足关于绝热振动的. 
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不再成立，这是因为动量矩密度不应写为而应写为 

( x . + Ui ) u k - ( x k + u k ) u r 

习 题 

习题试将各向同性物体弹性能的一般表达式写成三次近似形式. 

解 ：由二 阶对称张量的分量可以组成两个平方标量 （ i 4 和以及三个立方 
标 量 （ U 】 t ， u n u 2 ikJ u ik u it u kt ). 因此，包含〜二次幂和三次幂的项并具有标量系数 
(各向同性体！）的标量表达式的最一般形式，是 

2 { ^ M \ 2 ^ n 2 C 3 

e +1 y - 3 J Uw + Y UikUilUkl + BUikUn +Y a// 

(4 和 4 前面的系数通过压缩模量和剪切模量 表示； 是三个新的常数）. 
将 a , A 的表达式 （26. 丨 ） 代入上式，并保留到三次项，则得到如下形式的弹 性能： 

LS )、 (夺， S )、 

/ A ^\ du f du t du t I B + K du -\ 2 

+ ( 弘 + 4 ) dx k dx i + \ 2 3 J . 

A 3 a . du k du t B 3 u . du k du t Q / 3 


第四章 

位错① 


§27存在位错时的弹性形变 


在晶体中弹性形变不仅与作用其上的外力有关，而且与其结构内部的缺陷 
有关.对于晶体的力学性质来说，存在缺陷的主要形式是所谓的 位错从 原子，分 
子的观点来研究位错自然不在本书计划之内.我们这里仅从弹性理论的观点对 
这一现象进行纯宏观方面研究.但是，为了更好地理解所得到关系式的物理意 
义，我们预先用两个简 中的例 子从品体晶格结构的观点来说明存在位错缺陷的 
性质. 

设想在晶格（截面表示在图22上）中移入一个“附加的（多余的）”晶体半平 



( a ) 


( b ) 


m 22 ② 


① 本章是与科谢维奇 （ A . M . Koccbhm ) 共冏编写的 • 

② 在俄文原版屮， ra 22只冇图 u ), 图 （ b ) 是为 r 便于阅读由译者 加的. mu ) 可以看作是晶体的 
晶格 结构阌 ，图 （ b ) 是发生了位错的晶格结构——译#注 
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面（在图上跟上半平面 ）.2 車:合）.在这种情形下 ，该肀 平面的边缘线（垂直于图 
平面的2轴）称为刃 型位错 •在貞接邻近位错的附近，晶格结构的畸变是非常大 
的，然而，在 几个晶 格周期数踺级的距离 h 晶面彼此已经几乎按正确的方式结合 
r . 但足，即使是远离位错，形变也存在.它清楚地显示，当在叮平面（图 （ in ) 上 
按着晶格格点沿闭合回路 11 环绕坐标原点绕行一周时，如果每个格点离开它在 
理想品格位置的位移由矢量“确定，则在绕行时，该矢说的总增-鼠将+为專，而 

等于沿 X 轴的一个晶格周期的矢 it 

其它类型的位错也可以茛观地想象为用半平面晶格“叻开”的结果，然后， 
切门两边的晶格部分在切 u 边缘彼此相吋平行地滑移一个晶格周期，这种情形 
称为螺 型位错 .这样位错的存在，把晶格的品而变成了螺旋面（类似于没冇台阶 
的螺旋状楼 梯）. 在环绕位错线（螺旋面的轴）绕行一个完全回路时，格点的位移 
矢量获得了平行位错线的一个晶格周期的增量.图 23 表示描绘切口的图解. 

从宏观观点来看，品体的位错形变就像连续介质一样，在一般情形下，具冇 
如下特点：当沿着包含位错线 D 的任何闭合回路 l 绕行一周后，弹性位移矢景 M 
获得确定的有限增最&等于（按大小和方向）一个晶格周期，常矢镦&称为给定 
位错的 伯格斯 （ Burgers) 矢量. 这个特性可以描述为 

Ida , = : (27 ."② 

h h oX k 

而环 绕回路的//向与选择位错线切矢鼂^方向（图 24) 的欠系，采用右螺旋法 
则. 位错线本身就是此时形变场中特殊点（奇异点）的连线 • 




Lift ! 提到的刃型位错和螺型位错的简单情形与^是直线的位错相符合，此 


(1) 勺闭介 M 路的大小无关，何必须按晶格的格点 绕行. 
②式 （27,1) 通常称为位错条件 • 


if 荇注 
译者注 
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时沿着位错线 T 丄 6( 刃型位错）或 7* //6 ( 螺型位错）.同时注意到，在图22 ( b ) 上 
表示的刃咽位错 j 具有相反的方向，区别在于“附加的”晶体半平面位于平面 
W 的上方还是下方（换句话说， ffl 符号来区别这两种位错①）. 

在一般情形下，位错是曲线，沿着该曲线 T 和6之间的夹角是变化的.而沿 
_整个位错线伯格斯矢量 A 本身必然是常以.这样很明显，位错线不可能简单地 
终止在品体的内部 （ 比较本页脚注③）.它在晶体表面上应该出来两个端点或者 
(如通常在实际情况中发生的那样）是闭合的环（称 为位错环）. 

换句话说，条件 （27. I ) 表示，，存在位错时，环绕位错线一周得到确定增量 
的位移矢量是坐标的多值函数.当然，实际上没有任何的多值性，增量&表示阵 
点在一个品格周朗上附加的位移 ，一 般不改变晶格状态.特别是，描述晶体弹性 
状态的应力张量是坐标的单值连续函数. 

为了今后方便起见，引入记号 


f)Uj 

Wik 

利用该记号，条件 （27. 1) 可写为 

w.|d x ( - - b k . 

张量 a 〆 非对称）通常称 为畸变 张量. 它的对称部分给出通常的应变张 u : 

!/,▲ = +( + W *« ) • (27. 4) 

与多值函数 !/(/•) 相反，张量和 U ,* 是坐标的单值函数. 

条件 （27.3) 也可以写成微分形式.为此，将按回路 △ 的积分，变换为跨越该 
回路所确定的任何一个曲面\的积 分②： 



(27.2) 

(27.3) 



(27.5) 


因为张量关于指标 /， m 反称，而张量于指标 /， m 对 
称，故被积分表达式除了位错线0 与曲面\的交点外处处恒等 于零. 在作为特 
殊点连线的位错线 i ： ，以式 (27.2) 导数形式表示的失去了意义③.在这些点 
上，％的值应借助于相应的 5 -函数，以使积分 （ 27. 5) 得到所要求的 -/， A 值. 


.}) 一般心两种方法确定符 :其一 ，规 iiT 附加的”半平 Ifii 在 lv // ft 取正 H 刀哦位错，在下方办 
取负，为负刃哦位错； Jt 二 hifti 的觇定完令 til 反， - 

(2) 根拋 斯托*:斯定邱做变换.将线无 m 的 m 分中 • 义按下 ifti T ) 子进 行代换 ： ( 丨 l 一 ^ d 乂 A ，式中 

为反祢单位张 U/ 为曲元 • 注总到形如 ~ 的衣达式是矢砍 11 M 办之矢砧 fU fl X 6 的第 m 分敎 • 

(3 ； 如采 位错线终止《物体内部的 KM 点，就 "1 以选择曲 ifti 火把改点包 Hi 起来， W 此，尤沦什么地 
方它郎不能相交于 线，于足式 （ 27. 5 〉的 m 分化为岑，这与听提出的条件矛码 . 
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设篆是在垂直于矢量 T 的平面上从位错轴向平面上给定点的二维径矢.该平 
面的面元用曲面心的面元 d / 表示为 T . d /. 根据二维5 -函数的定义，对于 
8( i ) 有 

Js(^)r • d / = t,. J 6(^)d/ = l. 

因此，很明显，为了达到所提出的 R 标，我们必须置 

= (27.6) 

这就是所要求的条件 （27. 3) 的微分表示法. 

如果已知给定各向异性介质平衡方程的格林张量 C ,,， 在位错周围的位移场 
«(/*) 可以衣示为一般形式，亦即确定在无限介质的坐标原点沿着&轴方向作用 
单位集中力时产生的位移分量 u , 的函数（参见 §8). 这借助于如下形式的方法 
不难做出. 

我们不去寻求平衡方程的多值解，时是把《(0作为单值函数来考虑.假 
设在某个任意选取的跨越位错环 U 的曲面\上，位移受到给定的突变 I 如 
果、和是对应于曲而间断（不连续）边缘的上岸（边）和下岸（边）的函 
数值，则 

u ♦ - II _ = b . (27. 7) 

(这里“上”岸和“下”岸的规定表示在图 24 上： 在用图表示矢 M t 的方向时，使 
曲面\的法矢量/!从下岸指向上岸）.沿回路 L 从上岸向下岸积分，这样可使 
式 （27. 3) 的结果带有正号.按式 （27. 3) 和 （27. 4) 形式地确定张量％和〜，在 
“间断曲面”上将具.有5 -型的奇 异性： 

m ；!/ > = n , fe 4 5(^) t =如 + W (<) ， （27.8) 


式中 （是 从曲面 心起算 的沿其法矢量/!方向的坐标（叱=/1 • d /， 其中 d / 为回 
路的线元）. 

因为在环绕位错的介质中实际 h 没有任何物理上的奇异性，故如已经指出 
的那样，应力张量必须是处处连续的单值函数.但是，与应变张量 （27. 8) 形 
式上的关联的应力张 M 是 

_(S) _ * ,(S) 

它在曲面5„上也具有奇异性.为了淸除它，必须引入一个虚构的沿着曲 面心分 
布并具有确定密度/ (> ”的 体力. 存在体力时的平衡方程为 


由此很明显，必须置 


^ X k 


^ S) =0. 
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A : - Kki" 、一 ^ (27.9) 

1 Sx k iktm dx h 

这样一来，关于寻求多值闲数 u ( r ) 的问题，就相当于寻求由公式 （27. 7) 和 
(27. 9) 确定的有体力的单值不连续函数的问题.现在可以利用公式 

w,(r) = j G tJ (r -r f )J^ S) ( r 1 )6 T. 

将式 （27. 9) 代入上式并进行分部 积分： 无限远处的曲面积分消失了，而按 5 -函 
数的体积分是无足轻重的，故弃之.同时作代换，最后我们 
得到 

〜⑺ =_V 人 f n, ^- Gij (r-r f )df. (27. 10) 

J S h ox k 

从而给出了问题的解 

在远离闭合位错环时，形变 （27. 10) 具有极简中•的形式.如果现在我们设想 
位错环位于坐标原点附近，则在距离很远（与位错环的大小相比较）时，在导数 
叫 〆 岣中， " r 令 r - ，& r ， 并将其提到积分号外面.于是得到 

u, ⑺： - 入 ― (27.11) 

式中 

= S "\， S f = ( n # d/ = ^iicii> x k^ x r (27. 12) 

J s n L h) 

轴矢量 s 的分量，等于位错环 z > 在麟直于相应坐标轴的平而 h 所限定的投影而 
积，故张量心自然地称为位错矩张量.张缺的分铽是关于坐标 . v ，： r , 2 的一次 
齐次函数(参见§8的习题）.因此，由式 （27. 11 >可见， U , ocl / r 2 , 而相应的应力 
场 ( J a a l / r \ 

N 样不难说明， ft 直线位错周围的弹性应力与距离关系的特性.在拄坐标 
2 ， r ，《 p ( z 轴沿着位错线）中，形变将只依赖于 r 和 * 特别是，在平面 t 任何冋 
路的大小作任意相似变换时，积分 （ 27 . 3 ) 都必须是不变的.显然，这只有当所有 
的 ~ ocl / r 时才是可能的，张量&同样也正比于 1/ r ， 并因此应力张 t 
i/r ②. 

IfL 然直到现在我们只说到了位错，但是所得到的公式，也可应用于由晶体结 


(1) 对 F 各向 W •性介质，张! it 的推导，在浓30页脚注岷所指出的文献中•一般来说，这个张 M 足很 

U 杂的. 在食线位错的悄形，我们遇到的是弹性平曲问题，可以更简单地直接表示平衡方程的解 • 

②我们注总到.确定位错线周 W 的弹件形变场和确定直线导体的磁场是类似的，此时，伯格斯矢铳 
起肴电流强度的作 itJ . 似公 .ri 不说两者物理现象的性质是完全不同的，由于张量对应值的性质不相同, 
其类似性的程度 ill 减小厂 
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构其它类喂缺陷引起的形变 • 位错是结构的线缺陷 • 此外，还存在这样的缺陷，它 
使正常结构的破坏泠播到某个及衙附近区域耗从宏观观点米#,这样的缺陷可 
以作为一个间断面來描述，作:这个间断而！:，位移矢量“发生了突变（而由于平 
衡条件，应力仍然是连续的）.如果在整 t 面上突变 ® 6的大小是相同的，则 
在由这种间断产生的形变与沿间断边缘分布位错产牛.的形变这方面是没有任何 
区別的，不 N 之处只足矢 M 6不洱 等予品 格周期.而关于曲面的情况前面己 
经说过，它不再是任意的，而必须与实际间断的真实分布一致 . A 冇这种间断的 
面与一定的附加能量相关联，这个能吋以用引入适当的表面张力系数的方法 
描述. 


习 



习题1 试写出用位移矢量表示的各向同性介质中位错形变的平衡微分 
方 程②. 

解 ：利用 应力张量或应变张量来表示平衡方程通常具有的形式是 
da ik / f ) x k =0,或用式 （5. 11 ) 代替 a . k ，则有 


— -- =0. (1) 

dx k 1 一 2 ar ffx t 

但是，在代换为矢量《时，必须考虑微分条件 （27. 6) .用^^乘式^了^丨并按“人- 
缩并，得③ 


将式 （1) 重新写为 




-(TXb) n 8(i)^ 


( 2 ) 


L ， + 丄， + 丄气 0 

2 cix k 2 ( ix L 1 一 2(7 dx t 


并将式 （2) 代入该式，则得 





( TXb ) M ^)- 


现在按式 （27. 2) 将其代换为 M , 我们得到所求的关于多值函数 w ( r ) 的方程 


V : m + — 1 —VV - u ^TxbS(i). 
1 - 2 ct 


(3) 


该方程的解必须满足条件 （27. 1 )• 


① 这类缺陷熟知的例子适品体中的莩敁间以 • 

② 假定该 > J 题和其它4趟的实际总义 W 于各向 M 性介质 ， W 为按其 Ifl 柯的忭® ，良实 的位错只发 
免在晶体即各向异性介质中.然而，这些4题提供 r 一定的直观说明的意义. 

③ 偕助于公 ^ S lk s mtf - S lH 8 mk . 
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习题2 试确定各向同性介质中直线螺型位错周围的形变. 

解：选取柱坐标其中2轴沿着位错线.伯格斯矢量：/>, = = 0 , /». = I ). 

由对称性考虑显见，位移 M 平行::轴，并与坐标 Z 无关•习题1中的平衡方程 （3) 
归结为▽、. =0. 满足条件 （27. 1) 的解 0): 




张量、和 A 中，不为零的分量只有 




fjjb 

2 irr ， 


^ 4 抓 ’ 叫 2nr 

所以，这里的形变是纯剪形变. 

位错（每单位长度上）的自由能由下面的积分给出 

it - * r ^ ri i/ - r — 




far 

J 了， 


在下限和上限，对数是发 散的. 作为下限应取原子距离的教量级 （ 在这一 
数量级上，大的形变和宏观理论已不 适用. 而上限取位错长度/> 的数量级 .于是 




而在位错“芯”附近的形变能（在横截面区域的数量级，可以估计它的数量 
级为 2 .当 ( y ) » 1时，这个能量与其总的弹性形变能相比较是个 
小 量②. 

习题3 试确定在各向异性介质中垂直于晶体对称面的螺型位错附近的 
应力. 

解：选取坐标系1 ，.V ,2，使2轴与位错线一致（并重新写出6: = b ). 矢量 M 仍 
然只有分量= W ( . r ， Y ) • 因为 . TV 平面是对称面，故张量 A , Wni 的所有分量中，指标 

Z 相遇奇数次的分量都等于零.所以，张量不为零的分量只有 两个： 

. du . (iu 、 du ciu 


(T = A 


du 

+ A — 

, a % . = A 

du 

〜•打 


y " ： Jx 

^a/3 - = 

^ uz ’入 a0 - 

人 atzfi: < 


du 


= 




——+ A , or vl = A .. t .— + A . 
dx t2 ，.ay fI dx u> - dy 

量 her .. = 1，2). 于是 


而平衝方程写为^ • f = 0. 该方程的解必须满足条件 （27. 1 ) ：i V a • d / 


① （ V :所冇关于 ft 线位错的>)题屮郞选取矢 Wt 为▲•轴的负方向 • 

② 这 t 佔〖1* ti 有矜遍性，并 U , 在数坫级匕对 fMI •何（不仅是嫘铟）位错都是正确的•应该指出/私 
实 h , 通常 m />/ m 的傖+很大，以致使“芯”的能蹶成为位错总能置的明 a 郎分. 
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这种问题的形式与在各向异性介质（具有导磁率 A #) 中直线电流强度/ = 
c /)/ 4 tt 附近的磁场感应和磁场强度问题（它们起着 o •和 ▽ w 的作用）是一样的. 
由电动力学利用该问题熟知的解，我们得到 


b ^a0 e fiy: X y 

一 — 1 厂 - T I • 

式中的丨 A 丨是张量 A 邱的行列式（参见第八卷 §30 之习题 5). 

习题4 试确定在各向同性介质中直线刃型位错周围的形变. 

解：设 2 轴方向沿着位错线，而伯格斯矢量：/>, = b ， b 、= h :=0 . 由问题的对称 
性显见，位移矢量位于吖平面上并且与3无关 • 因此，我们遇到的是平面问题 • 
该问题下面的所有矢量及其运算都是二维的，即在叮平面上 • 

寻求方程 


V 2 u 


2(r 


VV 


M = - bjS ( r ) 


的解（见习 题丨; i 是沿 >• 轴的单位矢量），其解的形式为 u=u ° + hs 其中心 ( "为 
一矢量，其分量为 


U 


<") 



U 


( 0 ) 


2tt 


inr 


2 tt 


In ( a : + iy ) 的虚部和实部1 p 是在 . v ) •平面上的极 坐标. 这个矢量满足条件 


(27. I )• 因此，问题与所求的单值函数 w 相符. 因为极易确信 

V - « (0) =0 ， vV H> = bj 8( r ) , 

所以， W 满足方程 

1 




1 一 2(7 


VV • w 


2 bj 8( r ). 


这个方程就是具有体积密度为 r) 的集中力沿着 2 轴作用时的平衡方 

1 + CT 

程（比较§ 8习题中的方程 （ 1 )) •借助于在那个问题中得到的无限介质里面的 
格林张量来寻求 w ， 就把问题归结为计算积分 

b • f * r (3 - 4 cr)y ry 


8tt(1 


2 


CT 


0 


R 


R 


(\ z r , R = sft 


最后得到 


ii 


2rr 


arctan 


T + 2(l-cr) 




u 


J 


2 a - 


2 tt [2( I -cr 


In y/X 


2 


y 


2(1 -a) X 


^—1 

2 /« 


由此计算应力张量，其笛卡儿坐标的分量为 


27 存在位错时的弹性形变 


_ bB 〜 




bB 


x(x 2 一 y 2 ) 

u 2 ” 2 ) 7 . 


极坐标的分量为 


sin^p 




式 

习题5 在各向同性介质中，在垂直于伯格斯矢量的同一个平面上，分布着 
彼此相互平行并且具有相同距离/»的无限个直线刃型位错.试求由这样的“位 
错间壁”产生的在距离远远大于//处的剪应力 • 

解：设 位错与2轴平行并位于） z 平面上•根据习题4的结果，所有位错在 L 
V 点产生的总应力由下面的和式给出： 


( r x > ( x , y ) = 
将这一和式重新写为如下形式: 


, w r 一 (y - 打 "r 

A u 2 + (” m ) 2 ] 2 . 


心、 （ w ) 


f [取扪 +a 


dJ ( Oiyfi ) 

da 


式中 


J ( a ，/3) = X ~ 


of + ( j3 - ,i) • 


a = +，沒 = 士 


桉泊松求和公式 


1/(-) 


f(x)e 2 - k \\x 


求得 

•/(a，/?) 




2lT ^ ^2vka 


cos (2 ttA )3) 


当时，按求和可只保留第一项，最后得到 


A 2 ry I 以 • 2ffx/h 

cr xv =4 tt B yre cos 

fr 


2^ 


h / 


由此可见，随着远离位错间壁，应力按指数规律递减. 

习题 6 试确定在各向同性介质中位错环周围的形变（伯格斯 （』• M. Bur¬ 
gers) ,1939 ). 

解：根 据公式 （ 27. 10) ， 对于各向同性介质，按式 （ 5.9) 和 （ 5. 11), 张量入⑽ 
可以表为 


入 iUm = P 


2(7 


2 cr 


Hm + + • 
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对于各向同性介质，格林张量已在§8的习题中求得，并可表为 


OJR ) 


{(3 - 4 a )5“ + v t r k }. 


I 6tt/x( 1 - r7|Jl 

式中，及 =(r - 〆 ） 为从单元 tl / (在 〆 点，称为源点）指向观察形变的点 （ r 点，称 
为场点）的径矢，》/ = /?//?为#?方向的单位矢量.将该表达式代入 （27. 10) ，并在 
积分中进行微分，计算后得到 


u ( r ) 


(T 


8tt( 1 - a) J s n R 


I ^\ b { v ^6 f ) + (b - v)df - V (b - df )\ 
J s t .R 



8 tt ( 1 - a) J 


/ 


b 


df). 



位于式中的曲面积分可以通过沿回路 /)( 位错环）的积分表示，为此利用下 


面的公式: 







cf ( ft X |/) • d /' = - f 士 I 办 • . ( 办 • i/) (^ ^ f f ) I • 

h) 4 s D K 

等式右边的积分是由左边的闭路周线积分应用斯托克斯定理得到的，据此，进行 
代换 ： d f - Kl/，x ▽八其 中， V f = d / ar f ). 因为被积分表达式只与差 r - 〆 有关，这 
个代换等价于 （i r — X ▽(其中， ▽ 二 d / dr ). 现在我们引入从观察点（场点） 
r 对环 /) 所张的立体角/2,按照定义显然有 

17 = J 忐 " • d ,• 


于是，位移场可表为 


u 


b 


j / 


+ 


4 tt 4 nJt ) R 


b x i\ I 


8 tt ( 1 - a 


j d 


这个函数的多值性包含在第一项，当环绕 0 线绕行一圈时，立体角 D 改变 


了 4 tt . 

远离环时，表达式（1 ) 归结为 


u ( r ) 


1 -2(7 


8 17( 1 - a)R 


j {5( b • v ) + b{S - v ) - v{S m b )} 


3 


8tt( 1 -cr)/e 


-(S • i/)(ft • v ) v . 


该式也可以直接从式 （27. 11 ),(27. 12)得到. 


§28应力场对位错的作用 

现在让我们在由外荷载作用于物体 而产生 的弹性应力场中来研究位错 
环 D ， 并计算应力场对位错环的作用力.为此，按常规作法应求出位错在其无限 
小的位移上所做的功 
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我们问到 §27 提出的概念，即关于把位错环 D 作为跨越它的曲面上 
位移矢 _ 间断 （不连续） 的线 . K 间断量的大小由公式 （ 2 7 . 7 ) 给出•位错线 D 的 
位移将导致 曲面、 发生变化. i '^ Sx 为位错环 D 上各点的位移矢景，当位移 
时，位错线线元 d /扫过的面积5/ = & xd / =(缸 x T )d /确定了曲面 S 0 面积的 
增 M . W 为现在所说的是位错的实际位移，就必须考虑上述运算带来的介质实际 
休积的变化.因为介质在曲面两边（岸） I •.的点之位移《相差一个 I 所以体积变 
化由下面的乘积给出： 

8 V - b • (1/ = (x r ) • bdf = 8 x • ( r x ^) d /. (28. 1) 

因此，能存在两种不同的物观情况.其中之一是 = 即位错线的位移 
勺体积变化无关.如果位移发生在由矢 m r 和6确定的平面上，就会出现这种情 
况，这个平面称为给定位错元的滑移面.位错环 D 的所有线元滑移面的包络线 
族称为位错的滑移表面，它是母线平行于伯格斯矢量 6 的柱面 ①. 滑移面的物理 
特性只在于，在滑移而 K 位错比较轻微的机械运动是坷能的（通常将这种情形 

称为滑移）②. 

和位错位移时 曲面心 面积的变化一样，在位错线^上集中的畸异应变 
(27. 8) 也发生变化.这个变化可以表示为 

Su '/ ， =-^{ b i ( Sxxr )^ b ,( Sxxr ) l } S (^) , (28.2) 

式中 5( f ) 是在§27中引入的二维5-函数.我们着重指出，这个形变由位错线 
D 的形状和位移唯一地确定，它与式 （27. 8) 的区別是后者与任意选取的曲面 

S D 有关. 

衣达式 （28. 2) 描述的是没有伴随弹性应力的局部非弹性残余形变（称为塑 
性形变），与其有关的由外源③最后完成的功由下面的积分给出： 

J o -^ Su^V 

(比 较式 （ 3. 2 )) ，式中的5〜应理解为形变时总的几何变化•它是由弹性部分 
和塑性部分组成的.在这电对我们感兴趣的只是与塑性部分有关的功 :i) . 将式 
( 28 . 2 ) 的 > 代入后，由于其中存在 S - 函数，只剩下沿位错环 D 长度的 

积分： 

① 在具正的各向异性介质屮，滑移瓶的可能形式是由 K •晶体的晶格结构确定的 • 

② 例如 . 4 于衣尔化阳 22 h 的刃呦位错在其滑移_ ( 平而）上的运动，足比较轻微的原子移动， 

结果使晶体半平面离开 yz 平曲愈来愈远，成为“附加的”半平凼 • 

③ 按照位错 玴论 .除位错本伢 I 起的戍力场外.引起广 v : 力场的其它缺陷或砬力游、，包括外力（面力 

和 体力） 均为••外源". 一译者注 

④ 在推畤运动力•秤时， )# 瓚性形变和虚弹性形变必须作为独立变 i : 来考虑•而位错运动方程关 

心的只涛嬰考虑艰性形变- 
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例如，阁2 2 h 表示的位错在户平谢 t 的运动，可以只用扩散使物质从“附加的”半平面离去. 

W 为这 样的过 柙受扩散的限制，私实卜.只打^足够 A 的温度时它才能够起作用. 

简笮地说， 举移足 刃型位错离开滑移而的运动. ——译者注 

显然•晶体的各向均勾压缩不应导致力/的出现.表达式 （28. 7 ) 典有这个性质. 


8R n = l : rr ^ 1 e . im 6^ / T m d Z . (28.3) 

Jd 

在被积分表达式里 iM .& r , 近旁的系数是在单位长度位错线上作用的乃 /；. 于是 

/ = e ikiT k ( T ( Sb m (28.4) 

( M . O . Peach , J . S . Kiihl e r ,1950) .注意，力/垂直于矢量 T , 即垂直于位错线. 

可以给式 U 8. 3) — 个直观的解释.按照前面的叙述，位错线线元的位移扫 
出某一切 n 面积 d / •汁 • |1 切口的上岸对下岸移动 r — 个&的长度.由内部的应 
力加在 d / t 的力为衍在滑移时该力所做的功为 f k . 

因为式 （28. 4) 的表示形式只与在滑移酣上的位移有关，所以力/在该平面 
上的分量便可立即写出，设 k 为滑移而上与位错线垂直的单位矢量，于是 

fl =/• = e i klK , T k b m ( T ( S 

或 

f ± = v t ( r \^ b n (28.5) 

式中 1/ = #c x T 是滑移面的法矢量.因为矢量 6 和 p 相互垂直，故可沿着它们选取 
两个坐标轴，并且我们发现力/,总共山张量的一个分量确定. 

如果位错的位移不足发生在滑移而上，则 8 V ^0. 这就意味着 ，叻门 岸边的 
位移将导致出现物质过剩 （ 当一岸“浸人”另一岸时）或#物质缺失（当两岸之间 
分离成间缝时）.假如我们认为在位错运动过程中，介质的连续性不被破坏并 [i 
它的密度保持不变（精确到弹性 形变〉 的话， h 面所说的情况是不准许的.在实 
际晶体中，消除过剩的物质或填补其不足是用扩散方式进行的（位错轴变为物 
质扩散流动的源或汇 ） 山扩散“治愈（焊合 ）” 连续介质缺陷伴随产生的位错 
运动称为攀移 

综上所述，很明显，假定把位错的攀移作为它可能的虚位移，必须也像没有 
发生介质体积局部改变的滑移一 样来汁算. 这就意味着，必须由应变 （28. 2) 减 

去重要的体积变化部分 f >，亦即把塑性应变张量写成 

5 心 "= |y/>, (8x xr) k + Y b L(Sx xr) { - • (Sx xr) 

(28.6) 

对式 （ 28. 4) 作相应的代换，得到作用在位错上之力的公 式④： 

/,= 〜 T 人 (o •二> - y ^ o -1；' J (28. 7) 


• 1 ) ②③ i 4 
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( J •魏特曼 （ WMrtman )，1965) •作用在整个位错环上的全部力为 




x k . 


(28. 8) 


它只有在非均匀应力场时不为零（当= cumst 时，积分归结为 fdh =0) .如 


果沿着 环的长 度应力场的变化+大，则 


〜 A 


a 


- x 


(假设位错环位于坐标原点附近）•进入式中的积分构成一个反称张量 


d X 


k 




V 


注意，通过在式 （27. 12) 中引入的位错矩屯不难将力表示为① 


b\ = (I 


dx ： 




(28.9) 


住均匀应力场中，如已经指出那样，该力变为零•但是，这时在环上作用的力矩为 


人’‘ =^ 


该式也可以通过位错矩表 


尺 , = e .kAJ C 




(28. 10) 


题 


习题1 试求两个平行螺型位错的相互作用力. 

解：由第二个位错确立的应力场，作用在第一个位错单位长度上的力，借助 
于§27习题2的结果按公式 （28.4) 确定•它是一个径向力，大小等于 

/= ^ 

两个位错同号（6,6 2 >0)，两力 相斥； 异号（6,6 2 <0)相吸. 

习题2 试求作用在直线螺型位错上 的力. 设该位错位于各向同性介质之 
自由表面的平行平 面上. 

解：设 F 平面与物体表面重合，而位错与 Z 轴平行并具有坐标文 =%， y =0. 
由位错和它在 F 平面的镜面反射位错②合起来描述的介质自由表面保留的 

da ^ 

① 在推导时利用了公式和平衡方程 -^=-=0. 

119 

② 这玷一个虚拟的位错，称为镜像位错.由它取代自由表曲，然后计算由这个虚拟位错作用在原来 

实位错 h 的力•它的作用等同于 由表阎 对实位错的 影响. 一 译者注 



应力场，就像它们处在无限介质中应力场 一样: 


_ 


〜= ' - n 


2ttL (x - x 0 ) 


_ ? _ r 

+ r* ( x ^ x u ) 2 + y 2 J " 


fjjh 

2tt . 


X - X 


0 


(: v — x 0 ) 


mo 

{x+x t) y + / 


这样的应力场在所研究位错上的作用力，等同于来自镜像方面的吸引力，亦即位 
错对于介质表面具有吸 引力： 

f = j^L 

4ttV 

习题3 试求在各向同性介质中位于平行滑移面的两个平行刃型位错的相 
互作 用力. 

解：设 滑移面平行于 t 平面，而2轴平行于位错线，如同§27的习题4 一 
样，假设 t : = -\， b t : h . 于是，弹性应力场作用在位错单位长度上的力，具有 
分量 

L: ， fy = - 

在现在的情形下，由§27习题4求得的表达式确定.如果一个位错与 z 轴重 
合，则它在第二个位错上，在 W 平面上，通过 X ， y 点作用的力，用极坐标表示的 
分量等于 


/= 心， 4= ^ M 8in2 ^, 

W ▼ W 9 


2u( 1 -cr). 


力在滑移面上的分量等于 


r I I n COSO)COs2(p 

L = b i b 2 B — ^~~ - 


当 妒 = tt /2 和 中 = tt /4 时，力 人 变为零 • 其中的第一个，当 b l b 2 >0时对应于稳定 
平衡 状态； 第二个，当 b , b 2 <0时对应于稳定平衡 状态. 


§29位错的连续分布 


如杲在晶体中间同时存在许多位错，相隔的间距比较小（虽然远大于晶格 
常量①），则把它平均的来考虑是合理的.换句话说，我们研究的是“物理上无限 
小”的有足够多位错线通过的晶体体积单元. 

由方程 （27. 6) 自然地推广可获得表示位错形变基本性质的方程.我们现在 

①晶格常缺是构成晶胞（保持幣个晶格全部特性的极小品格申-元）棱边的三个平移矢量的长度. 

—译者注 
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引入张设 Pm (位错密度张量⑴） ，使其按跨越在任一回路 ^ 之曲面的积分等于该 
回路包围的所有位错线之们格斯矢量之和 h 

[ Pik^fi = b k^ (29. 1 ) 

连续闲数 Pu 描述 f 位错在品体内的分布情况. 现 在由该张量代替方程 U7.6) 右 
端的表达歲： 


^rnk 

由此方程显见，张 M …必须满足条件 

dx i 

(在单一位错的情形下，这个条件本身就是表示沿位错线伯格斯矢缝为常量）. 

在用这样的方法研究位错时.张 铽〜就 是最初用来描述形变并按式 
(27. 4) 确定应变张 M 的量.由式 （27. 2) 定义的位移矢量《与的关系，此时一 
般已不能采用（很明显，事实上，这样定义时，方程（ 29 . 2) 的左端在晶体整个体 
积内将恒为零）. 

l * t 到0前为止，我们一直假定位错是静止的.现在来阐明，当位错在介质中 
按给定方式作运动时应如何建立能够在原则上确定弹性形变和应力的方 

程组 

方程 （29. 2) 与位错是静止还是运动无关.此时，如前所述，张量仍然是 
由弹性形变确定的量，它的对称部分是弹性应变张®，与应力张量的关系是通常 
形式的胡克定律. 

但是，该方程现在还不足以对问题做出完全的 描述. 完全的方程组必须同时 
也能够确定介质中各点的位移速度 

然而，这时必须考虑到，位错运动除了引起弹性形变的变化外，同时还伴随 
冇与发生的应力尤关的晶体形状变化，即塑性形变 • 正如我们已经指出的那样, 
位错运动的机理正是塑性形变（位错运动跟塑性形变的关系清楚地表示在图 25 


① 位错密度张锗~足作对称张试.它的一般定义: Pi * = ^ in ) () I •，式中 A /, 是法线为 '方 

向的 Ifil 元. +失一般性，"[以认为各位错线郎坫分別平行于〜轴 的许多 直线；位平彳 f 于弋轴 
( W 而 ® it 穿 H 向允 A /:) 的所 fi •位错的介成泊格斯矢请的第 《/• 个分量 • 译者注 

② 这切，我们不太•按对物体施加力来研究确定位错自身运动的问题，解决这个问题需要研究位错 
运动的微观机观和应当考虑在实际品体中发生的各种缺陷的迟滞作用 - 


(29.2) 


(29.3) 
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匕： 由于刃型位错由左向右推移，使滑移面以 h 部分的晶体移动了一个晶格周 
期，因为晶格仍然是正常的，所以晶体依旧是 
无应力的）.与唯一由物体热力学状态确定的 
弹性形变相反，頌性形变是过程的函数.在研 
究静止的位错时，没有出现关于区分弹性形变 
和塑性形变的问题，那时我们只对不取决于晶 
体以前历史的应力感兴趣. 

设《是介质中各点的儿何位移矢量，假定 
它是从形变过程开始以前的位置算起的.位移 
矢暈对时间的导数 =«；. 如果利用矢量《形 
成“总畸变”张量=如 〆 打，，并从 I 减去 
“弹性畸变”张量（与在式 （29. 2) 中出现的张 
量 〜是一 样的），则得到它的“塑性部分” 

*4 P "，我们引入记号 

十 (29 - 4) 

徵又 的对称部分确定了嗯性应变张锨变化的 
速 度：在 无限小 时间间 隔汾内的变化为 

如;广= -+(△+;•*•)& (29.5) 

( E . 克劳内尔 （ Kr 6 n er )， G . 里德尔 （ Kieder )， 

1956 ) .特別是，我们注意，假如塑性形变没有 
使物体的连续性发生破坏，则张 量允的 迹等于 
零.实际上，塑性形变没有使物体发生拉伸或 
压缩（它们总是与应力的产生相关联），亦即 ® 2 5 

u [ i x > = o ，因而 y w = - ^ p ,) / e /= o . 

将1 - %代入式 （ 29. 4 ) ，我们可将其写为 







(29.6) 


该方程联系 r 弹性形变和塑性形变的变化速度.在这里应把 y , A 看作是已知的镦， 


它必须保证满足方程 （29. 6 ) 和 （ 29. 2 ) 的协调条件.这个条件 P 了由式 （ 29. 2 ) 对时 


间求导并代入式 （ 29. 6 ) 得到，方程具有如下 形式: 



(29. 7) 


方程 （29. 2) ,(29.6) 下面的动力学方程一起共 H 组成描述带有位错运动之弹 
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性介质的完全方程组（科谢维奇 （ A . M • KoceBHH ),1962)： 

=^,ki m w i m (29. S) 

在该方程中岀现的描述位错分布和运动的张量 p , t 和 y , A 是坐标（和时间）的已知 
函数.这两个函数必须满足方程 （29. 2) 与 （29. 6) 之间的由等式 （29. 3) 和 
(29.7) 表示的协调条件. 

条件 （29.7) 吋以看作是介质“伯格斯矢饿守恒定律①”的微分表 达式. 实际 
匕，对方程 （29. 7) 的两边按跨越在某闭合周线 L h 的曲面求积分，根据式 
(29. 1) 引入的由 L 线包围的位错之总伯格斯矢 M L 并利用斯托克斯定理，我们 
得到 

^ = - {j ik d ^ ( 29 . 9 ) 

由该等式显见，它右边的积分给出每笮位时间通过闭合周线厂‘流过”的伯格斯 
矢量的大小，也就是由位错运动穿越 L 线而带走的伯格斯矢因此，自然地把 

称为 位错通置密度 张量. 

显然，特别是在孤立位错环的情形，当位错位移时，根据表达式 （28. 2)，对 

于塑性形变，张最具有如下形式： 

j,h = e iin,Pik v m ⑷， （29. 10) 

式中 V 是位错线在其给定点 t 的速度.此时，通过回路 L 之线元 d f 的通敏矢 
( Ad /,) 正比于 d /. (rx V ) = V . ( d / x T )， 即正比于速度 V 在既垂直于 d / 又 
垂直 t 的方向上的分量.从儿何上考虑这是明显的，因为只有速度的这个分量才 
能得出与位错线元 d /相交的结果. 

我们必须指出，张量 （29. 10) 的迹正比于位错速度在位错滑移面法线方向 
上的分量.如上所述，没有介质密度的非弹性变化是由 =0的条件保证的.我 
们看到，对于孤立的位错，按照以前关于位错运动物理性质的描述，该条件就意 
味着是在滑移面上运动（见 §28). 

M 后，我们研究在晶体中分布位错环的总伯格斯矢量（用衫表示 ） 等于零的 
情形②.这个条件意味着，沿物体任一横截面积分 

f i = 0. (29. 11) 

由此得出，在这种情形下位错密度可以表为 


①简中地说，伯格斯矢敁守忖就玷.条位错线或一个完幣的位错环只有惟一的一个伯格斯矢 S ， 

它是此位错不变的特征. 一 译者注 

存在勻品体某些垮曲行关的位错，以夸张的形式表示在阁 2 (S 上.条件 fl =0 总味#幣个品体不 

存在宏观的弯曲. 
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图26 


(29. 12) 


(科劳帕 （ F . Kroupa ) ， 1962) •于是，将积分式 （29. 11 ) 变换为沿物体外部闭路周 
线的积分，并为零.我们同时指出，表达式 （29. 12) 内动满足条件 （29.3). 

显而易见，用这样方法定义的张 M ： /\是形变晶体的位 错矩密度张量 （因此， 
自然地把它称为位错 极化张量）. 实际上，按定义，晶体的总位错矩 D ik 等于 

O ik = l,S,b k =ye i/(II I6*£^d x m - Y j e “ 败 x ! P 鈾 d V ， 

式中的求和是按全部位错环进行的，而积分足按晶体整个体积进行的.将式 
(29. 12) 代入上式，有 



对等式右边积分中的每一项进行分部积分后得到 


根据式 



(29. 13) 



(29. 14) 


位错环密度也可以通过张量匕表示 • 例如，不难确信，利用表达式 （29. 10) 对物 


体任意一部分体枳计算枳分 I 是存在于该体积内的所有位错环的总和•注 

意，表达式 （29. 14) 与 （29. 12) —起自动的满足条件 （29. 7). 

比较式 （29. 14) 和 （29. 4) ，我们发现 = SP lk . 如果我们约定，认为匕= 

0时是没有塑性形变的状态，则将有 ] = P ,,， 意思是，全部形变过程是在 " = 
0的情形下发生的.我们必须强调指出，张说匕和之间存在原则性的区别: 
尸, 4 是物体的状态阐数，张 W : 不是状态函数，而依赖于物体进入该状态的过 

程.在这些条件下，我们有 



(29. 15) 
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式中^仍表示离开未形变状态位置的总几何位移 矢量. 此时，方程 （29. 6) 恒被 
满足，而动力学方程 （29. 8) 具有如下 形式： 



(29. 16) 


这样一来，就将确定具夼 B =0的位错运动产生的弹性形变问题，归结为具有沿 


晶体分布体力密度为 - 的通常弹性理论 问题. 


§30相互作用位错的分布 


现在我们来考査在同一个滑移面上分布大量彼此平行的同一种直线位错的 
总合情形，并导出确定其平衡分布的方程.设 2 轴与位错平行，而^平面与滑移 
面重合 • 

为 r 明确起见，我们假定位错的伯格斯矢量的方向沿着 x 轴.这时，在滑移 
面内单位长度位错上作用的力等于其中《\，.是位错所在点的应力. 

由一个直线位错产生（并作用在另一个位错 t ) 的应力，与离开它的距离成 
反比减小.因此，位错点在/点产生的应力为 bD/(x-x') ，其中 D 是晶体弹性 
模量数量级的常量.可以证明，常 M D >0,亦即在同一个滑移面上两个相同的位 
错彼此相斥（对于各向同性介质，这已在§28的习题3中证明）. 

用 P U ) 表示在 .t 轴的区间 （ a ,，《 2 ) 上的线位错密度， P ( Od 文就是通过 d .r 
区间各点位错的伯格斯矢量 之和. 因此，全部位错在 X 轴的欠点产生的总应力， 


可写为积分形式 



(30. 1 ) 


对于在区间内部的点，必须将该积分理解为取主值，以便消除位错本身 


毫无实际意义的影响 • 

如果在晶体中间时存在由已知外荷载产生的平面（在巧'平面上）应力场 
则每一个位错都将处于力+ 〆 幻）的作用之下，其中，为简便 

起见，我们记 pU ) 平衡条件是这个力为零 =0 ，BP 


p S oj(x ) 9 (30.2) 

4a, i - x 翁 

式中在积分号前面紧挨着积分号的 p 在本章中表示积分时取主值.该式就是确 
定 p ( x ) 平衡分布的积分 方程. 它属于具有柯西核型的奇异积分方程. 

这类方程的解归结为用如下方法表述的复变函数理论问题. 

用表示由全复平面4沿区间具有切 U ) 定义的函数为积分 


n(z ) = 



(30.3) 
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通过 / r ( x ) 和 / ru ) 表示该函数在切口上岸和下岸的极 限值. 它们等于同样的 
积分，就是沿着区间 （ 《,，《 2 ) 相应地从下面或上面的尤限小半圆周绕过 Z =太点 
求的积分，表示为 


n ± ( x ) = p 土 iirp (^). (30.4) 

如果 P ( G 满足方程 （30. 2), 则积分的主值等于 w (幻，所以有 

fi + ( x ) +/T U ) =2 a >(^) , (30.5) 

n ^( x ) -/r u ) =2 iiT P U ). (30.6) 

这样一来，关于求解方程 （30. 2) 的问题，就等价于寻求具有式 （30. 5) 性质 
的解析函数 /2 U )， 然后按式 （30. 6) 确定 P ( x ) 的问题.在这种情形下，听研究问 
题的物理条件要求以00 ) =0,这可由远离这组位错 U — ±00 ) 时应力 OV 必须 
变为零（根据式（30.3)的定义，在区间（《 | ,七）之外 a xy { x ) = - OT 2 U )) 得到. 

现在我们首先考虑不存在外应力 （ pU )=0) 的情形，而在 （ a ,， a 2 ) 区间的两 
端，位错被某障碍物（晶格缺陷）抑制.当 a > U ) =0时，由式 （30.5) 有 /T (幻= 
- /T ( x )， 亦即，当绕过中的每一点时，函数 /2 Q ) 必须改变符号.满足该 
条件的任一函数为如下 形式： 

n ( z ) = P(z) - — • (30.7) 

y/( -z)(z -a,) 

式中 P ( z ) 是多项式.规定 /2 (oc ) =0时，取 P ( z ) =1( 精确到常系数），以使 

n { z ) = 1 - • (30.8) 

y/{a 2 -z)(z-a l ) 

按照式 （30. 6)，未知函数 P U ) 也将具有这样的形式，其系数根据下面的条件 
确定： 


「 W)(U = S (30.9) 

(式中是所有位错的伯格斯 矢缺之 和），于是我们得到 

p ( x ) - ■ — • (30. 10) 

tt a 2 - x )( x - a { ) 

由此可见，位错朝区间两端障碍物 （ 区间的边缘）方向塞积，具有的密度与到障 
碍物之距离的平方根成反比.按此规律，当趋近 a , 或〜时，在区间 （ a ,，《 2 ) 外边 
的应力增加，例如，当时 


(T 




_ BD _ 

^/(x -a 2 )(a 2 - a,) 


换句话说，边界附近的位错集中在边界的另一面同样也引起应力集中 • 

现在我们设想，在同样的条件下（障碍物在给定区间（《,，％)的两端），同时 
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还異有外成力场 /> U ). M 过仏 U ) 表示形如式 （30. 7) 的闲数，并重新写出等式 
(30.5)，将其除以/2。 + = - A , 后，得到 

n^(x) i7"(.t) ^ 2(o(x) 

a ： (x) ~a ； (x) ~n：(xy 

将该等式与式 （30. 6) 相比较，得出如下 结论： 

J2LiL = 丄广 似 - ( () . Al. i7r /»( z ) ， (30. 11) 

i7 0 (:) nr i7 0 4 (^) (一 2 

式中尸 （-，） 是多项式.取闲数 （30.8) 作为 A ,( 2 )， 并置 ^( 2 ) = c ( c 是常数 ） ，我 
们得到满足条件/2(怎 ） =0的解 • 由此，按公忒 （30. 6) 求出未知函数 pU ): 


(30. II ) 


p ( x ) 


A )( 


一 I) [ ⑴ ( 荅）〜 - ff - a i ) 7^1 
x - a ,) J °\ % 


+ 。- • (30. 12) 

^/( a 2 - x )( x - a ,) 

山条件 （ 30. 9 ) 确定常数 C 在这里，当 . r — (或 . r — «, ) 时, P ( .r ) 按 （ •^厂 1/2 规 
_增加.而在障碍物的另一面同样也产生应力集中. 

如果仅仅在一面 （ 比如说，在《 2 点）存在障碍物，则在所有的 T < a 2 的点，除 
r - t = a , 的点外，末知解必须满足应力打限性的条件.此时，最后一点自身的位 
寶是须先不知道的，它必须在求解问题的结果中确定 • 这就是说，在 P ( z ) 项中， 
必须是有限的.这样的闲数（同时也满足/2(« ) =0的条件）同样可由公 
式 （30. 11) 得到，只需将仏 U ) 选作 


A , ( 2 ) 


z - a 


该函数也属于式 （30.7) 的形式，在 （30. 丨 1) 中，置 P ( z ) =0,结果得到 


p ( x ) 


，X - n r / a 2 - ^ 0}(^)d ^ 


- x 


r 


^ ^ ~ X 


(30. 13) 


当 . t —►«, 时 ， p () 像 y/x - a , 一样变为零.在点 》, 的另一面，总应力 cr tv ( ) + 
P (幻也按同样的规律趋于零. 

最后，设在区间（《,，《 2 )的两端不存在障碍物，并且位错只受到外应力 P (^) 
的抑制.这时，对应的 0{ z ) 町在式 （30. 11) 中置下式 得到： 

{2 u ( z ) = y /{ a 2 - z)(z - a ,) ， P ( z ) =0. 

但 是， 12( oo ) =0 的条件此时要求遵守补充条 件：在 （30. 11) 中，对 Z 40 O 取极限 
时，得到 



( a 2 一 （荅 - a i ) 


( 30 . 14 ) 


未知函数 pU ) 由下式 给出： 


p ( x ) 


Ay ( . 2 -,)u-aTPf 2 y 翁 -了 
^ J V ^ a 2 _ 套 ）（ 奩一 a iT 爸華 X 


(30. 15) 


而在区间（1，(1 2 )两端点 n , 和《 2 的坐标由条件 （30. 9) 和 （30. 14) 确定. 

习 题 

习题试求在均匀应力场（ 〆X ) = p 。） 中，在一端或两端有障碍物时位错在 
区间上的分布. 

解： 在一端（《 2 )有障碍物的情形，计算积分 （30. 13) 给出 


p ( x ) = 


面，障碍物附近应力集中的规律为 


cr SY ^Po 




V a 2 

- X 

：«2 

_ a i 

l a 2 - 

a 祖 


2 BD / Po . 在离开它的另外一 


x _ a 


2 


在有两个障碍物限制的区间（长度为 2 L ) 的情形4的原点取在它的中点， 
按式 （30. 12) 求得 


p ( x ) 


L-x 


A D 


x + B \. 
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§31固体中的热传导方程 

间体介质在非均勾加热时不能导致像通常在流体中那样发生对流.因此， 
在这 m , 热量的传递只有热传导一种方式.因而，在固体中描述的传热过程与在 

流体中描述复杂的对流过程相比较，方程更为 简单- 

在固体介质屮.热传导力•程 " J ■以貞接从以热缺连续性方程形式表示的能量 
守恒定律导出.在单位时间内物体单位体积所吸收的热量等于 ras / dt (其中 s 
表水中-位体积的熵），它应等于- ▽ . <7, 其中 9是热 流密度 （矢量）.实际匕这 
个敁总是 Lb : 比于温度的梯度的，亦即可以写为 Q = - kV 『形式①为热导 
率于是 


T 


M 


v • (k v r ). 



根据公式 （6.4) 熵可以写为 

S : S 0 (T) + Kau " ， 

式中《是热膨胀系数；是物体朱形变状态 的熵. 我们依旧假设在物体内具有 
足够小的温度差，以 致可以 认为像^和《等这样的适都是常量.这时，将写出的 
关于 S 的表达式代入方程 （31. 1〉后，则变为 


T 


^0 

~df 


c)u 


按照熟知的热力学公式，打 


① 该式即 M 热传味的笔本定作——傅退叶< Fourier ) 热传导 定律. 这里假定在小弹性形变时该定你 

仍成立 • 一译者注 

② 在力# 界常称为热传导系数或导热 系数. 一 译者注 
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5 () 的导数可以写为 



dS 0 dS 0 ST C t d T 
■ ■■■ . ■ ■ . . _ ■ ■— ■. 

dt dT dt T dt 

(的、/扣是在 • «=0,即体积不变条件下取的导数 ）• 

最后得到如下形式的热传导 方程： 

C — + Cp — V • M V 2 T . (31.2) 

1 fH ot dt ' 

为 r 得到完备的方程组，还必须把确定被加热物体的非均匀形变的方程组组合 
到这里来.这组方程就是平衡方程 （7. 8): 

2(1 - o-)VV • m -(1 -2 cr)V x V x k 1 T (3 K 3) 


原则上，方程 （31. 3) 能够在任意给定温度分布的情形下确定物体的 形变. 将这 
样得到的 ▽•“ 的表达式代人方程 （31. 2) 中，即导出确定温度分布的方程，在这 
黾未知 函数只有一个 T ( x t y , zj ). 

例如，我们考虑在尤限 固体介 质中的热传导，使其温度分布仅仅满足一个条 
件： 在无限远处温度趋于固定的极限 ff ( G 而且没有 形变. 在这样条件下，由方 
程 （3 L 3) 导出 ▽ • I /与7’之间有如下关系（见§7的习题 8): 


V 




a(r-r 0 ). 


将该表达式代入 （3 h 2) ，得到方程 


+ cr ) C r +2( 1 -2 a)C 




- ? rw 


(31.4) 


该方程属于热传导方程比较简单的类型. 

这类方程还 吋以 用来描述温度沿细直杆长度分布的问题（如果杆件的一端 
或两端是自由的）.在杆的任一横截面上的温度分布可以认为是常量，因此，沿 
着杆长温度 F 只是坐标 A . (和 时间） 的函 数. 这种杆的热膨胀仅仅导致长度的改 
变， ifn •不会改变其 f * i 线形状，也不会在杆内产生应力.因此，很明显，在一般方程 
(31. 1) 中的 as / 扣应在固定压力时取导数，而由于 （ as / d 七 = c /7\ 所以温度分 
布可以用下面的一维热传导方程来描述： 

^ dT d 2 r 

p dt dx 2 

但是必须指出，用简单的热传导方程实际上总可以足够精确地确定阗体中 
的温度分布.事实上，方程 （31. 2) 左边的第二项与第一项比较是 （ C p - C .,)/ C , 
数 M 级的修正项.可是，在固体不同热容量之间的差值通常都很小，如果忽略 
它，则固体的热传导方程总可以写为 
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dT 

dt 


X 


▽ 2 7、 


(31.5) 


式中 I 是温度传导率 t 定义为热导率&与单位体积的某种平均热容钻 C 之比， 
即 ; t = k / C . 

§32晶体的热传导 

一般来说，在各向异性物体中，热流 4 T 的方向与温度梯度的方向是不相同 
的.因此在晶体中4与温度梯度之间的关系式9 = -^ v T 必须代以更一般的 

类慕式： 


<1 


K 


ik 


dx L 


(32. 1) 


二阶张量“称为晶体的热导率 张量. 对应于这一关系，热传导方程 （31.5) 也同 
样具有更一般的形式 


C 


热导率张量足对称张玷: 


dT d 2 T 

(32.2) 

一 K n • 

dt dx i dx k 

= K kr 

(32.3) 


这一论断是动理系数对称原理的一个推论（参见第五卷， §】20 )，现在我们来 
证明. 

由于热量传递是不可逆过程，物体总熵的增加速度为 


華 

5 


tut 


一 I — V =-jv ' 争 dV + 卜 • VydK 


当化为面积分时，第一个积分消 失了. 于是，我们得到 

q • V r 


S u, = 19 - 


VydK = - 


T 2 


i\V. 


或 


(32.4) 


5 - = - / ¥ qi £ dK 
按照动理系数的一般定义②，我们可以根据式 （ 32 . 4 ) 进行推导，在现在的情形 
下，在关系式 

. / 1 dT 

q ‘ = 

中的系数是 T 2 K k . 因此，由动理系数的对称性可以直接得到所求的关系式 


① 力学界常称为热扩散+、热扩散系 数或# 温系数 • 

② 这里采川的定义足在第六卷§59给出的形式 • 


if rnt 
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(32.3). 

二次咽 


i)T dT dT 
ri.v ( ，k dXf dx k 

必须是正的.因为式 （ 32 . 4 ) 中熵对时间的导数必须为正.众所周知，二次型正定 
性条件是它的系数行列式主值为 iE . 因此，热导率张 M “的所苻主值总是正 
的.其实，单纯从热流方向来考虑这一结果也是显然的. 

张敏^不同浊立分 玷的 个数取决于晶体的对称性.因为张量&是对称的, 
其不同独立分 M •的 t 数与二阶对称张敁(热膨胀系数张檄，见§ 10 ) 相同. 


§33 固体的黏性 


到 H 前为止，在研究弹性体内部的运动时，我们一直认为形变过程是以可逆 
//式进行的.实际逆的热力学过程只冇在具有无限小的速度时才会发生， 
因为在每一个给定的瞬 N , 在物体内部都来得及建立热力学平衡状态.但是，真 
实的运动是在钉限速度下发生的，物体不能在每一个给定的瞬间都处于热力学 
平衡状态，闪此在物体内部将发生使其趋于平衡状态的过程.这一过程的存在 
导致了运动的不可逆性，特别是机械能①的耗散，最终转变为热量. 

能 W 的耗散是由下而两类过程引起的：第一，当物体内部各处温度不相同 
时，使物体发生不 " r 逆的热传导 过程； 第二，如果在物体内部发生某种内部运 
动，则由于运动速度的有限性导致发生不可逆过程.这个能量耗散过程可以像 
在流体中那样称为内摩擦过程或黏滞过程. 

在大多数情形下.物体内部宏观运动的速度是如此的小，以致能量的耗散是 
无关紧要的.这样“近于可逆的”的过程能够借助于所 m 的耗散函数米描述（参 
见第五卷，§ 121). 

就是说，如果某机械系统的运动伴随能贷耗散，则仍可以利用通常的运动方 
程来描述该系统的运动，这时只需在作 H 1 于系统的力上增加一个是速度线性闲 
数的所谓耗散力或摩擦力即可.这个力能够表示为某 个称 为耗散函数的 尺(是 
速度的二次函数）对速度的导数形式.于足，相对于系统任一广义坐标 l 的摩 
擦力/,具有如下 形式： 

c dR 
/ - TT- 

耗散函数本质上是速度 V ,, 的正二次型.上式的等价关系式是 

8R = - V f a Sq It , (33. 1 ) 


① 在这甩 ，机 M 能指的玷4:弹件体内部宏观运动的动能与其因形变起的（弹忭）势能之和. 
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式中表示速度无限小变化时耗散函数的变化 • 同样可以证明，单位时间内系 

统机慽能的减， i 、是由耗散函数的两倍 （ 2幻确定的. 

不难把关系式 （33. 1) 推广到在连续体内部带有摩擦运动的情形.在这种情 
形下，系统的状态由连续的 r 义坐标 确定. 这些坐标就是在物体 h 每一个给定 
点上的位移矢量 《• 闪而，应当把关系式（ 33 . 1 ) 改写为积分形式 


5 (KdV = - (33.2) 

^ _ 

成中》= ，/足作用于物体每单位体枳上的耗散力；在整个物体上的总耗散函数 

写为 ， K . 中尺是相付 f 物体单位体积的耗散痛数 • 

现在来确定形变体耗散函数尺的一般形式.函数尺是描述内摩擦的，因此 
如果在物体中没有内部运动，特別是如果物体只做整体移动或转动时， 函数尺 
须等 n •换句沽说 • 彳^ < 时和 dv = /2 X /■时 •耗散 函数应等于零•这就意 
味荇 ，尺应 1 j 速度本身尤关 :， 而 1 j 速度的梯度.行关，并巨它只能是包含这样导数 
的绀含，即在 《 = 时•它等 于零. 这样的组合就是和式 ( 即应变张最对时间 


的导数 d ): 




这样一来•耗散函数就必须是的二次 函数. 此类函数的最一般形式为 



2 


VtUm V tk V h 


(33.3) 


式中的四阶张量町以称为黏度张 置该张 量具有如下明显的对称性质》： 

V.ktm =r 1lmil, =Vi,l m =Vn m r (33.4) 

表达式 （ 33 . 3 ) 类似 f 1 晶体自山能表达式 （ 10 •丨），只是现在式中以巧心代替 

了弹性模量张量 Au 以张量代替了张量〜.所以，在§ 10中对于具有各类 
对称性的晶体所得到的一切关于张髢的结果也完全适用于张量 Aw 

特別足，在各向同性物体中，张鉍％^总共只有两个独立分量，并巨尺可以 

写为类似于表达式（ 4 . 3) 对于各向同性物体弹性能的形式： 

尺=”卜- +_ 2^«» (33.5) 

式中7?和 （ 是两个黏性 系数闪 为尺 本 质上是 iH 函数，所以系数 W 和 （ 也必须 
是正值. 


①炎似义于钻性流体的 Q 论，参见第六卷§ 15,并比较之. 

；2, $总，吒敗闲数的作坫昂萨格 （ Onsagrr ) 动理系数付称原押的结采 . 止:迠这个阶婢4致了式 

( 33 . 4> 卿一 f 等式（关于线性关系 U 3 刀）的系数的）和二次呦 （33.3) 存仵的等价亊实.这将根据 § 41 

中类似的结论 直接证 明- 
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关系式 （33. 2) 类似于对弹性自由能建立的关系式 


8 [h\\V = - 


式中 F t = ci ( T ik / dx k 是作用于物体单位体积上 的力. 因此，通过张敁 ^ 

^ 表示耗散 

力 /, 的表达式就像用 ^ 

、表 示厂的表达式一样，可以直接 写为： 






fi - A , 

() x k 

(33.6) 

式屮的 耗散应力张量 C 

4 利用下式 确定： 






( n\i 

(33.7) 


因此，如在运动方程中考虑黏性，可以用简单的方法來实现，即江这些方程中用 
和式来代替应力张量 o", v 
在各向同性物体中 


< = 2 ”卜-+ ^ u 8 ik . (33. 8) 

自然，这个表达式在形式上跟流体的黏性应力张量表达式是一样的. 

§34 固体中声的吸收 

固体中的声吸收系数，町以完全类似地像对流体那样进行计算 （参 见第六 
卷， §79). 在这里，我们对各向同性物体进行相应地 计算. 

物体中机械能的耗散由下面的和式 给出： 

= - fj(vr) 2 dy-2 jRdv, 

式中，第一项是由热传导决 定的； 而第二项是由黏性决定的.因而，利用表达式 
(33. 5) 后，我们有公式 

心“ =- y/(v [(〜 (34. 1) 

为了计算温度梯度，在第一次近似中，我们利用绝热时的声振动.借助于熵 
的表达式 （6. 4) 将绝热条件写为 

S,(T) + fCau u =S 0 (T 丄 

式中7；是物体未形变状态的 温度. 将差 s ( ,( r ) - s c ( r „) 展为 T - T 0 的幂级数， 
精确到一次项时，我们有 

S"(n — S “ T 0 XT - T n ) H(T - TJ 

(熵的导数是在、=0即体枳不变情形下取的）.于是有 

T TotK 

T _ T o: --g— 



再利用关系式 
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K^K 




即将上面的表达式改写为 




T ^Pl 


; ) Zi 
I I II 


(34.2) 


首先，我们来看横向弹性波的吸收问题 • 热传导一般不会引起这种波的吸 
收（在所研究的近似程度内）.实际上，在横波中，〜 =0. 因此，根据式（34.2)， 
其中的温度是不变的.特别是，假设选取波的传播方向为 x 轴时 

u t = 0， u y = u ih cos ( kx - o ; f ) ， u . = u 0 x cos ( kx - ) ， 

而不为零的应变张量只有 


sin ( hx - cot ), 


sin ( kx - cot ). 


物体单位体积的耗散能按时间的平均值可山式 （34. 1 ) 得到: 


7)(0 


4 


2 \ 

+ “0: ) ， 


式屮我们已置 k = cu / r f . 波的总平均能 ill 等于平均动能的二倍，我们得到该量在 
单位体积上 的值： 


2 


E ^pii 2 =^~( u [ )： 


L ). 


声吸收系数定义为波的平均耗散能与二倍平均能流之比.该值确定了波幅 
随距离的变化规律，即与 e —” 成比例地减小.这样一来.我们就求出了横波吸收 
系数的如下表达式： 


I 启 j 

let ： 


2 


rj(o 

2 P C ! 


(34.3) 

0. 借助于公式 （31 1) 和 


2 2 

Hi 


(34.4) 


在纵向声波时， ' = u 0 cos ( kx - cot ) , u y = = 0. 借助 T 公式 （ 34. 1 ) 和 

(34. 2) 进行类似地计算，最后 得到： 

(j- r / 4 \ KTap 2 c] ( 4cN 2 i a \ 

yi = w [ + — i "^) ]• () 

严格地说，这些公式只适合于完全各向同性的非晶 物体. 但是，它们同样可 
以用来在数量级方面确定各向异性的单晶体的声吸收规律. 

在多晶体中，声吸收显现出特殊的性质.如果声波波长 A 远小于单个晶体 
的尺寸 《，则在每一个品体中，声被吸收的情形，也像在大晶体那样被吸收，并且 
吸收系数正比于 w 2 . 

而如果 A >>«,则吸收的性质就 变了. 在这种波中，可以认为每一个晶体都 
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受到了均匀分布压力的作用.但是山于晶体和在其接触面上边界条件的各向异 
性，故此时产生的形变是非均匀的.在晶体尺寸的长度 t ， 它发生 f 相当大的变 
化（相当于本身同样数量级的变化），而在波长的民度上没有变化，就和在均匀 
物体中一样.对于声吸收来说，形变的变化速度和发生的温度梯度都是很 t 要 
的.其中的第一个仍然是通常的数量级，而在每个品体的范围内温度梯虔都异 
常的大.因此，由热传导所决定的声吸收要比与黏性有关的声吸收大得多，所以 
只需计算前者就足够了. 

我们考虑两种不 N 的极限情形.在数量级为《的距离上，由热传导使温度 
均匀化的时间（热传导的弛豫时间①）是的数量级. i •先我们假设⑴<< 
；^/« 2 ,这就是说，弛豫时间比波的振动周期要小.因此，在每个晶体的范 m 内，在 
很大程度上来得及建立热量的平衡，在这里我们遇到的几乎是等温振动. 

设 r 是发生在品体内的温差，而 r 是在绝热过程时发生的温差 • 由热传导 
而散出的热量（在单位体积上）为 


在形变时产生的热量的数璜级是 〜 w r ;, c ( c 是热容獄）.使这两个表达式相 
等，得到 

r - r 0 —. 

x 

在晶体尺寸的范围内，温度变化的数量级是 r ， 因而，温度梯度的数量级是 
r / a ， 最后，由式 （34.2) 求出 n ， 此时应在式 中置、〜 蚣是位移矢紙 
的振 幅）： 

r 0 - T^££^. u (34.5) 

c 


(自然，估计数量级时，我们没有区分不同的声速 C ). 借助于这些结果，我们可以 
计算单位体积的耗散的 能量： 


将其除以能流则得到所要求的阻尼系数 

” 1 ^ 2 (当 w << 5 时) 


(34.6) 


( C . Zener ，1938 ) •将该表达式与通常的表达式 （ 34. 3 ) 和 （ 34. 4) 比较，我们可以 
说，在所研究的情形下，发生在多晶物体的声吸收就如同它具有下面的黏性系 


①描述一个系统（或物体）的某自变敏发生突然改变时，因变缺从一个平衡状态逐渐改变到另一个 
平衡状态的现象称为弛豫，这一过程所经历的时间称为弛縻时 间. -译荇注 
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数一样： 



但是远比组成它的品体的黏性系数要大 得多. 

其次，我们來研究-种特殊极限情形，即 w »； t / a 2 的情形.换句话说，弛豫 

时间远大于波的振动问期.因而，由于形变产生的温度差，在每一个周期的时间 

间隔内还来不及进彳 f 调整使其 均衡. 但是，我们不能认为，确定声吸收的温度梯 

嗖足 K / a 的数量级，从 Ifl 】 就只上.考虑每个晶体内部的热传导过程 • 在现在的情 

形下，它们之间起主要作用的应该是相邻晶体之间的热交换 （伊萨 科维奇 （M . 

A. McaxoBHH ),1948). 如果晶体之间彼此是绝热的，则在它们之间的界面上就 

会形成数敵级力 R 的温度差，也就足各单个品体范围内的温 度差. 实际上，当 

通过品体之间的接触酣时，边界条件要求温度连续，因而就出现了从界面向晶 

体内部“传播”的“温度波”，这些波在距离 

k 1/2 

H 亡） • 

上出现袞减. A 在所研究的情形中5 <<“，即基本的温度梯度是 K / S 的数 ft 级， 
并 fi 发生在比晶休的一般尺寸小的距离上.对应的晶体的部分体积 ~ 取其 
对晶体总体积的比，我们求出平均耗散的能敏： 

I K ( ^o\ a'S K ^ o 

、一 Tad ' 

用表达式 （ 34. 5 ) 代转式中的 U ，并除以 J ~ cp < o 2 u \ n \) 得到要求的吸收系数 

(当 时）， (34.7) 

nC a 

该式表示吸收系数正比于频率的平方根②. 

这样一来，在极小的频率 （w « x / a ' ) 情形下，多晶物体中的声吸收系数与 

心一样变化；然后，在 〆 «0> « r / fl 范围内，声吸收系数正比于 W 1 2 ;而当 

w » c / a 时，吸收系数重新回到正比于 w 2 . 

同样的考虑也适用于细杆和薄板的横波衰减.如果杆或板的厚度为 I 则当 
A » h 时，横向温度梯度是主要的，并且衰减主要是由热传导引起的（见本节习 
题）.如果同时满足不等式则可以认为振动是等温的.因此，例如，在 

① 注总 . 如架传热介质的边界是的平曲 .K 超过的溢度按 r = 規律周期地变化.则在 

汴质 屮温度的分缶 "I 以川下面的 * ■ 温 度波”来描述：广 = 7>xp[ - ia>/ - ( 1 + i)* V*o/{2x) 参见第六 
#. §52). 

② 在间体哫板（例如.沿 N 简）附近的液体或气体中传播的卢，吸收与频率的关系也具有同样的特 

忭*昝见第六卷 .8 7Q. 
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这种情形下确定杆或板的间有振动频率时，就可以引用等温弹性模暈的值. 


习 


题 


习题1 试确定杆的纵向固有振动的阻尼系数. 
解：振 动随时间的阻尼系数定义为 




1^ 


iurt.il 


2 E 


振幅随时间的减小正比于 e ^. 

在纵波时，在杆的任一小段产生了简单拉伸或压缩，其应变张量的分量为 

du - du . 


dz 


Sz f 


此时 


coshcosa ^ ，其中 


用类似于正文中给出的方法计算，即可导出下面的阻尼系数表达式 




V 


3 c ] -4 c ； 




+ 


kTo 


2 p\ 3 (cj -c])c] {c) -c 2 t )Oc] -Ac]) 9C 

在这里，我们已按照公式 （22. 4) 引入速度 c M c , 代替 E _ d 〜 

习题2 试确定板的纵向固有振动的阻尼系数. 

解：对 于振动方向与波方向 u 轴方向）平行的波，其应变张量中不为零的分 

量有 

fla, du x 

u = - • u - - 

^ dx 9 12 1 

(见式 （13. !))• 该波的传播速度等于 


( T」dx 


E 


1/2 


p ( 1 - ) J 


经计算导出如下的 结果: 




0) 1 

\ T) 3^ +4< -6c ； c ； 

KTap 2 (1 +0^) 2 . 

2p\ 

[ 3 -c；) ' c；(cj -c]) 

• 十 ‘ 1 

I 9C] 

■ ' p 


对于振动方向与波的方向垂直的波， A / = 0，并且阻尼仅仅由一个黏性系数 

v 制约. 这种情形下的阻尼系数总是由下面的公式 确定： 

2 

7JC0 




2 P < 


杆扭转振动的阻尼也属于这种 情况. 

习题3 试确定杆橫向固有振动（频率满足条件 W » X / h \ h 为杆的厚度） 


固体中声的吸收 
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的阻尼系数. 

解：热 传导在阻尼中起主要 作用. 根据§ 17,对杆的任一体元，我们有 






(在 於平面 弯曲）•当 co » x / h 2 时，是绝热振动•在小挠度弯曲时，曲率半径尺 
1 AT , 所以 

U u = ( 1 -2 a , d ) xX n 

(撇号 ，表 示对 z 取导数）.在杆的橫方向上温度变化最快，因此 （ VD 2 
( dT / dx ) 2 . 借助于式 （34. 1 ) 和 （34. 2) 得到整个杆的平均耗 散能： 

一❿ ㈣ 


9 C 




( S 为杆的横截面面 积）. 总平均能可以作为势能 


X^dz 


的二倍 求得. 最终得到阻尼 系数: 


KTaSE 

18/ C 2 


习题4 试确定板横向固有振动（频率满足条件 ： o > » x / h \ h 为板的厚度） 
的阻尼 系数. 

解： 根据式 （11.4) ,对板的任一体元，我们有 

1 -2<7 ad dV 

U 21 -- Z - r 

41 1 - dx 

(在 w 平面弯 曲）. 按公式 （34. 1 ) 和 （34. 2) 求出耗散能，而总平均能为表达式 

(11. 6) 的二倍.阻尼系数等于 

2KTa 2 E, 4 1 + 〜 2kTol 2 P (3c ； -4c^) 2 c ； 

择 3C 2 p h 2 1 -cr»d ^C 2 p h 2 ( _ ) c / 

习题 5 试确定与非绝热振动有关的杆横向振动固有频率的变化.假设杆 
的形状是一个长条薄板，厚度为/»，杆的表面是隔热的 • 

解：设 r ad ( a ：， o 是绝热振动时杆内的温度分布，而 n 是杆内真实的温 
度分布 U 是沿杆厚度的坐标.而温度沿 yz 平面的变化被忽略，因为变化非常缓 
慢）.很明显，由于 r = 时，物体各个部分之间不存在热交换，热传导方程应为 

如下形式： 

d fT T \ ^ d%T 

dt dx 

在具有频率为的周期振动时，溫度从原来的平衡值 L 偏离为 r ad = T nd - T Q ， 
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了 = r - ,它们都正比于 e - 由此，我们有 

tt 1(0 UO 

T + —r = — 

X X 

(撇号 f 表示对 . V 取导 数）. 因为根据式 （34.2) ，^正比于… ，而〜的分量正比于 
A : (见§ 17)，所以 T#<1 =/ U ， 其中4是常数，我们不需要计算它（因为在最后的解答 
中会消 失）. 当具有在 ± h /2 时， 〆 =0( 杆的表面隔热）的边界条件时，方程 




Ax 


的解是 


十 -jdfey), 卜 ( 


'、 M . 


当杆在 W 平面内弯曲时，应力形成的弯矩似、.是由等温部分 M 、 u< 、（ 等温弯 
曲时的弯矩）和与杆的非均匀加热有关的部分一起形 成的. 如果 Af 、 atl 是绝热弯 
曲时的弯矩，则在非完全绝热过程中，弯矩附加部分与 ， w、 ad - A / v ._ 相比较按下 
面的比例小： 


/ U ) 


: rdz 


r h/2 


对任意频率确定杨氏模量，像 A / v 与 I / R 的比例系数（见式 （17. 8)) — 样， 
同时注意到 £： lM -fC = /!： 2 r a V (9 C p )( 见式 （6. 8) ，£是等温杨氏模量），即可写出 

»-» r-* . f 1 . n \ 1 I CK 


E^E + [\ +/ U )]£ 


9 C 




经计算得到 /( o ) 的表 达式: 


Aoj 


24 / kh kh \ 

^ y^ lan Yr 


当 oj — oo 时，应有 /= 丨 ， 因此 £, = ; 而当 o >—►() 时,/ = 0,及£ 0 = E . 

固有振动频率正比于杨氏模量的平方恨（见§25的习题 4 — 6). 于是有 


(X) = 0 > () 


1 + /( co 0 ) 


ETa 

Tsc 


2 


式中是完全绝热条件下的固有振动频率值是复数•将实部和虚部分开 

U = o / +必），最后我们得到固有频率 

• I t ETa 2 1 sinh 荅 - sinf \ 

⑴ = 叫 1 cosh^ + cos^j 

和阻尼系数 

„ 2 ETa 2 xl t 1 sinW + sin^ \ 


3 C 


p 


专 cosh ^ + cos ^/ 


式中引用符号 f = /|(0> 0 /2尤） |/2 . 



§35 高黏性流体 

x > t 于典型流体，纳维 -斯托 克斯力•程一直到运动周期远大于分子时间的情 
形时总是适用的.但是，对于高黏性流体是不适合的.对于这种流体.在运动周 
期非常大时 . M 常的流体动力学方程已经变得不再适 w 了.这种黏性流体，在足 
够短的时间（但仍大于分子时间）间隔内，其表现就像间体（例如：片油，松 呑〉 一 
样.非晶固体（如玻璃）可以视为这种具有最高黏性流体的极限情形 • 

这种流体的性质⑴•以用下述的方法来描述 （ 由灰克斯_ ( Maxwell ) 提 出）： 
在很短的时间间隔内，它们是弹性 形变. 但是，在形变停止以后，其内部仍然保 
留着随时间衰减的剪应力，因而在足够大的时间间隔之后，流体中实际上任何应 
力也没有留下来•设 T 是发生应力衰减的时间数量级 （ T 有时称 为麦克斯韦弛 
豫时间）. 假设流体受到某一具有频率 出 随时间周期变化的外力作用，如果力的 

变化周期丄远远大于弛豫时间 T , 亦即 WT << 1，则所研究的流体将表现为通常的 

(I) 

黏性流体.相反，当频率 W 足够大（即>> 1 ) 时，流体将表现为非晶固体. 

对应于所研究流体的这种“中间（过渡）的”性质，它们可以同时用黏性系数 
v 和某种“剪切模来描述.不难得到和弛豫时间 t 彼此在数量级方面 
的相互关系.当作用具有足够小频率的周期力时，这种流体的表现与通常的流 
体一样，应力张量由流体中黏性应力的通常表达式确定，亦即 

( T ih - 2 rju ik = 

在相反的大频率极限情形，流体表现为和固体一样，并且内部的应力必须用 
弹性理论公式来确定，亦即(这里说的是“纯剪形变”，因而 假设、 = 
0, o - 1( =0，）.当频率的数镇级为 o > 〜 1/ t 时，由上面两个表达式确定的应力，按 

数最 级来说应是相同的，于是有由此得到 


这即是所求的关系. 


7] ^ T/X. 


(35. 1 ) 
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最后，让我们推导用来定性描述高黏性流体性质的运动方程.为此，我们从 
最简单的应力（在运动停止以后）衰减规律假设开始，即认为应力按简单的指数 
规律衰减，相应的方程是 


^ ik 

"dT = 




另一方面，在固体中已有= 2/ X 、 ,因此 


ik ^ ^ U ik 


d / 


2 /x 


dt 


显而易见，方程 



(35.2) 


在缓慢运动和快速运动两种极限情形下都能导出正确的结果，因此，可以作为过 
渡情形的插入方程. 

例如，对于周期运动，当&和〜是通过因子而依赖于时间时，由式 
(35.2) 有 

- i(oa ik + 一 (T ^ = 一 2 i(ofiiL ik ， 


于是 


1 + i /( (ot) U 


(35.3) 



(OT » 1 时，该式给出 〜 


= 即固体的通常表达式.而当 a > T « l 时 

cr lk = -2ifjLT0)u ik = 2 /jltu^ , 


这即是具有黏性系数为 MT 的流体的通常表 达式. 


第六章 

液晶力学 1 _ 

§36向列相液晶的静力形变@ 

从宏观观点来看，液品是各向异性的流动介质.这种介质的力学，既带有通 
常流体介质的固有特征，乂带有弹性介质的阇有特征，就这个意义来说，它处于 
流体动力学和弹性理论之间的位置. 

冇各种类喂的液晶.由各类向列相液晶（或者，为 r 简便，通常就叫向列相） 
m 成的介质，在未形变状态，不仅在宏观上，而 a 在微观上也是均匀的，介质的各 
向异性只与分子在空间取向的各向异性有关（见第五卷§ 139, § 140). 绝大多 
数已知的向列相厲于最简笮的类型，在这些向列相中，各向异性完全取决于在介 
成中每一点给定的辨別其方向 的中位 矢量《，矢试 /* 称为指向矢.在这种情形 
下，《和-/ I 只有识别符号的意义，物理上是等价的③汉，因此，识别的只是沿其 
两个相反方向等价确定的轴.最后，这种类型向列相的特性（在它每个体元上） 
是关于反演（即三个坐标全变号）的不变性⑤ • 下面，我们只研究这类向列相 
液晶. 

这样-来，描述向列相介质每一个给定点的状态，除了流体通常有的量—— 
密度 p ， 压力/>和速度矽卜，还有一个指向矢所有这些量都作为坐标和时间的 

① 皮洛耶夫斯堪 （ 几 n • IlHTaeBCKHft ) 共同编 y • 

② 在物规学裾 m 成成分和出现液品抝的物理条件，大体 J : 把液品分为热致液品和溶致液品 

网大炎，从分子俳列的有序性 t 把热致液品分为 i 类，即纹状相液晶，螺旋状相液晶，层状相液晶；而在化 
学匕按) tm 成结构又把这^类热致液晶相应地称为向列相液晶，胆甾相液晶，近晶相 液晶. 本章主要研 
宂的 U 这飞:液品 相的力 卞 M 题. ——译名•注 

③④在向列抝液品屮 W 和的等价性系指把 /! 代换为 -/I 时•系统的一切 不变； 而反演不变性 
系指 tti 对于 a •意垂貪于《的平 ㈨ 两边的系统都是对称的. ——译者注 

⑤ x 于非反演不变的向列 fti , 形变足小稳定的，它将被变成所 m 的胆出 w.!*L 
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末知阐数包含在向列相液晶的运动方程中. 

在平衡状态，没有受到外力（其中包括来自限制它的壁板方面的）作用的静 
止向列相是均 匀的： 在它的全部体枳内《 = const. 而在已形变的向列相中，指向 
矢的方向沿荇空间缓慢地变化，在这里“缓慢”指的足在通常意义下对宏观理论 
来说的：即形变的特征长度远大于分子的尺度，因此，导数 Bn / rix k 应视为 小置. 

这一章，像以前各章一样，我们将认为所的热力学辍都是对形变后物体 
中.位体积的，而不是对未形变单位体积的.因而，某种向列相介质的自由能密度 
厂是由未形变向列相的自山能和形变的自由能6形成的.这后面一 
项足 w 的导数之平方的表达式，它的一般形式是 （ 奥森 （ C . W . Oseen ) ， 1933 ;弗 
兰克 （ F . C . Frank ) ，195 8 ;依里克森 （ J . L . Ericksen ) , 1962) ： 


F, : F-F 、、々 (V • /I ) 2 +y-(« - V x/i) 


+ T (rtxVx,,) ' 


(36. 1 ) 


(参见第五卷， § 140). il : 意，关于单位矢域 / i ( r ). 由于恒等式 ▽ n 2 =0, 所以等 


式 

mxVx / i = -(/!•▽)/!• (36. 2 ) 

闪此 ，在式 （36. 1) 中的餃后一项同样可以写为等价的形式： • V )«] 2 /2. 

能量式 （36. 1 ) 在叫列相液晶力学中起的作用，类似于间体形变的弹性能的 
作用 . 止是如此，向列相力学增添了某些弹性理论的特点災 

在式 （ 3 6 . 丨 ） 中导出的三个平方项的组合，彼此是独立的：其中的每一项，在 
另外两 项等于零时，都可以不为；. 闪此 ，未形变状态的稳定性条件要求三项的 
所有系数/^，心，&,(密度和温度的函数）都为正，我们把它们称为 向列相弹性模 

量 （ 或弗兰克模 量）. 

假如在形变中， K 不为零的 M 只是 ▽ • / I，w • ▽ x n 或/! x ▽ x / I 这些 敲中的 
一个，相应的形变称为展曲•扭曲或弯曲②③ • 在一般情形下，向列相的形变同时 
包含所有这三类因素.为 r 说明它们的性质 ，这甩 我们举出儿个简单的例子. 
假设向列相介质允满两个 ㈣ 轴岡柱面之间的空间，设是圆柱坐标，取圆柱 
商的中心轴为2轴.如果介质每一点的指向矢《均沿着半径方向（~ = 1，~ = 

n =0) ， 则形变足展曲 （▽ • w -\/ r ). 如果每一点 /I 的方向均沿着中心为 2 轴的 

— 

^1 | m ] 力‘向 （ "< = 1 = 0 ) ，则我们有 一 个 纯弯曲 （（▽ x n ) : = 1 ) • 最 /h ’ 如 


① 一 般來说，液品的形变导致它介电极化和相应的电场（参 W •第八卷 • § n ) ， 这个效应通常12：微职 
的，我们不去考察它对于介质的力学性质的影响，同样也不去考察外磁场对液晶性质的 影响.由于叫 列科 1 
对磁（实际 hli •抗磁）的磁 化率适 各向诗性的，故磁场对它有确定方向作用 • 

② 按英文的术语分別为 splay ， iwisl ， bend , 

③ 按俄文原 文相对 应的直译为横向弯曲，扭曲•纵向 弯曲. 这里的中文名称是采用国内学者广泛应 

W 的英文术语译 出的. 一译若& 
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果《 沿肴 向列相平行平面层的厚度 U 轴）方向，指向欠按规律〃 、 = cos<p ( z ) , 
n = sin ^( z ) , n . =0 变化，则我们遇到的是纯扭曲 （/* • ▽ X « = - tp ' ( z )). 

限制占据液晶介质体积的嘈板，就连它的自由表面也给介质以定向作用 
(关于这点将在下面说明）.因此，一般來说，限制表面#在的本身就已经导致了 
舴止液晶介质的形变.这就出现 r 寻求由该形变确定的方程解的问题.换句话 
说，就是关于在给定边界条件下，由均匀分布 n ( r ) 确定的方程的求解问题 （ J . L . 
依里克森， 1966). 

为此，根椐一般的热乃学平衡条件——物体总白由能最小.也就是函数 


«( r > 的泛函——积分 ffMV 最小. 因为矢量 / f 是单位矢量，该泛函应该在附加 


条件 


时 M 小 •下曲 沉接应用熟知的拉格朗 U 乘子法，应要求变分 

5 fjF -^ r \( r ) n 2 \dV 


(36.3) 


等于岑，式中 A ( r ) 足某个函数.被积分表达式既与函数\ ( r ) 本身有关，义与它 
的导数有 关. 我们有$ 


8 h \\ \ 


/{ 


dF 


i)F 




SF 


A 


(36.4) 


J J Idn, 1 du " 4 r〜j 

= W t -dV + <f (36.4) 

第二项是遍及物体表 血的 积分，只是对于按边界条件求解 时极其 重要，我们姑 a 
假定在边界上5/1 =0,对总自由能取变分，我们求得 


5 F(\V 


jH 8 n (\ V \ 


(36. 5) 


式中//是一矢1，其分量如下： 

gg „ dF „ 一 dF 

矢量 《 起着场的作用，称为分子场.它力图使整个液晶体积内 
方程 （36. 3) 变为 

f( // + A/i )5/uU’ = 0 ， 


(36.6) 
的方向“伸直' 


按此式，由于变分 S#i 的任意性求出平衡方程//= - An , 所以 A = - f / • / I ，亦即， 
该方栉的纵向分敁由选择 A 宋 满足. 因此，实际上的平衡条件归结为要求在介 
质的每一点上矢1 " 和《共线，而 W 的纵向分量没有物理意义.于是.平衡条 

件可以改写为 


a 本夺为简化公式的 n 我们将利 hi 迮现代 h 刊中常用的用坐标表示撖分算子的简化紅法: 


h = H - n(n • H) = 0 , 


06.1) 


对于引入的矢量 /*, 有 n • /i = 0. 

我们来求适合于自由能 （36. 1) 的分子场的显式表达式.为了对求微 
分，我们注意到 

V • II = f ( V x n) / 阳〜 〜， 

(式中&是反称单位张 s ) ， 因此 


r)V ■ n 

d( d k n t ) 


8 - ^ y ( Vx/I) ， 


e 



最后得到关于张量/7 4 ,的表达式 


n ki = ^,5,* V • n + K 2 (n • W x n)n,e lki + /C 3 [ (/i x V x w) x 


(36. 8) 


按式 （36. 6) 的定义，进一步微分得出分子场如下十分复杂的 公式： 

// = V ( X , V • n) - \ K 2 (n • V x / i ) V x « + V x [尺 2 (/i • ▽ x / i ) n ] [ + 

+ I ^, [ (/I x V x n) x V x n] + V x [ K y rt x (n x V x / i ) ] |. (36. 9) 

付于平衡方程我们+能建立一般形式的边界 条件： 它们不仅与弹性能 
(36.1) 有关，而 n 与液体和限制它的壁板之间相互作用的具体类型有关，这个 
表面能必须包括在总自由能里面，由这个总自由能的最小值确定平衡条件.实 
际 h ， 这些表面力通常都是很大的，以致 u 了以不管样品形变的性质时确定边界上 
n 的方向.如果固体边界的表面是各向异性的，则这个方向是完全确定的（或是 
—些确定的方向中的一个〉.如果表面是各向同性的（这里属于自由表面情 
形），则只是给定《与表面法线之间的 夹角. 如果这个夹角等于零，则 A * 具有完 
全确定的方向——表面的法线方向.如果夹角不等于零，则《的容许方向为充 
满具有确定张角的圆锥表面. 

在这个最后的情形中，必须提出补充的边界条件.它要求在式 （36. 4) 中对 
于变分5/1的表面积分变为零来确定，这个变分是》环绕与其保持倾角的表面上 
每点法线的转动（即变分不改变表面能）.这样的变分 具有如 = Ux / i ) 知的形 
式，其中 p 是单位法矢 tt ，知是任意（在表面上的每一点）旋转角.而表曲曲元 
可写为 d / = i / d /, 于是我们得到 



由于知的任意性，得到边界条件 

n ki e imn n n v m v k = 0 , ( 36 . 10 ) 

或， a 轴方向沿着 


IJ sx n Y - lJ zy n x =0. (36. 11) 

最后，对于在式 （36. 1) 中出现的弹性模暈还要作如下的说明.它们是作为 
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确定物体等温形变的系数引人自由能的.但是，不难看出，在向列相的绝热形变 
中也同样是由这些系数确定的.实际 h ， 我们在§6中 d 经看到，对于固体，等 
温和绝热模量之间出现的差别，是由于在自由能中存在应变张量的线性项.对 
于向列相，若导数的线性项能起着类似地作用，这样的项必须是数量，并且 
在 H 改变符号时它是个不变最.显然，这类项是不可能构造的（乘积《 • v Xfl 
是个伪标鷇，而唯一的一个真标量^ • W 与 n —起变号）.由于这个原因，向列相 
的等温和绝热模型彼此是相符的（这恰似各向同性固体剪切模量所出现的那 
样，见 §6). 这些讨论也可以按某些另外的方式简短地 表述： 在没有线性项时， 
弹性能 （36. 1) 的平方项是对未形变物体热力学墩的第一次“小修正”，由于是 
“小增量理论”（参见第五卷，§ 15) ，当表达式用相应的热力学变量（温度或熵） 
表示的时候，它对自由能和对内能是一样的. 

§37向列相液晶的直线向错 

向列相介质在给定边界条件下的平衡状态，不一定处处都有连续分布的 
/ i ( r ) (矢量《在每一点都有完全确定的方向）.在向列相力学中，也必须研究包 
含奇异点或奇异线的 /*(/•) 场的形变，在奇异点或奇异线 t /!的方向是不确定 
的.这种线性奇异性称为向错. 

发生向错的可能性，可以举几个简单的例子来 说明. 我们来考察在长圆柱 
形容器中的向列相，而且边界条件要求《垂直容器的表面.自然可以预料，在平 
衡时每一点 h 的矢量^都位于圆柱形容器的横截平曲上，并且方向沿着该截面 
的半径（表示在图 27( a ) 上）.显然，这时在圆柱形容器的中心轴上，/»的方向将 
是不确定的，因此该中心轴就是 向错. 如果边界条件要求在容器的横截面 
的方向平行于容器壁，则确信位于该平面上矢量《的分布是处处都沿着以圆柱 




( a ) ( b ) 


图27 
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面轴心为中心的同心關上（图 27( b )). 在这种情形下，在中心轴上 n 的方向也 
将是不确定的. 

上面是直线向错的两个简单而特殊的例子.我们现在来研究在无限向列相 
介质中直线向错中 / i ( r ) 可能分布的一般问题 • 很明显，在这样的向错中， 

的分布与沿向错长度的坐标无关，所以在垂直于向错轴的平向上来研究它就足 
够 r . 我们将认为矢最本身处处都位于该平面上.这样一来，我们研究的就 
是向列相力学的平面问题了.该问题解的若干一般性质已经能够由普遍理论阐 
明，而不用去研究具体的平衡方程 • 

引入圆柱坐标系 r ， 心2,而-，轴沿着向错轴.正如已经指出的那样，《(『）的 
分布与坐标 z 尤关. | n ] 样，它也不可能与坐标 r 有关，这是因为在提供的问题（无 
限介质中的向错）屮没有仟何带有长度因次的参数，由此就可以构造变量 r 的无 
因次函数（如 / i ( r ) 一类便是），因而，待求的分布就只与角变量有关:《 ="(#). 

z = const 的平如•上，引入《与通过给定点径矢之间的夹角 必 （图 28) ，在 

该平面上矢量《的二维 分量： 

n r = cosif / y = sinif /. 

极角 ^ 从平曲上某个选择的方向（极轴）算起 • 

同时引入《与极轴的夹角办，显.见，办=# +弘 
未知解由函数确定.它必须满足物 
理上的单值性条件，即当变 t P 改变 277( 亦即， 

绕坐标原点绕行 一 周）时，矢量必须保持4、 

变（精确到符号，由于《与的方向在物理上的等价性，容许改变符号）.这就 
意味着，必须有 

d( ip + 2it) : d[ (f>) +2^rn ， 

式中 《 为 IE 的或负的整数或半整数 U =0相应于/! = const 的“未形变”状态）. 
函数少（史)=旮-爭，因此有 

tf /( <p -¥ 2 tt ) = 2 TT ( n - l ) + • (37. 1) 

数 n 称为向错的 弗兰克 （ Frank ) 指标. 

平衡方程（将在下面写出）由导数 ^ / d ( P 确定并具有如下形式： 

# = 1 - (37. 2) 

dip /((/O’ 

该式右边没有包含无关的变量心这是因为在对整个系统（向列相）作为整体绕 
2轴仟意旋转（亦即，对于变换 p + %)时，方程必须是不变的.函数 /(« A ) 是 
周期为 TT 的周期闲数，因为必和在物理上是一样的.由此 

/( 太 ） dk ， （37.3) 

0 
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式中的积分常数这样來选取，即当 = 0 时，必 = 0 . 将该表达式代入式 （ 37 . 1 ), 
得到 


f - — \ A x ) d.v =- 

7T Jo n 


n ^ \ ), 


( 37 . 4 ) 


(/ 上面的横杠表示按函数周期取平均值 ）. 

由此可以得出关于向错对称性的重要 结论： 当整个图形绕 2 轴旋转的角度 

为％ 〜 2 ' 、 时，角 小 改变了 甘，亦即整个分布保持不免实际上，考虑到函 
2 ( w - 1 ) 

数 /((A) 的周期性，该变换导致恒等式 




(p +-- = /(. r ) d.t = f ( x)dx + f ( x ) 6 x = (p +/ tt . 

n - 1 Jo Jo J ^ 

这样一来，由于只有一个单值性 要求 〆 轴自然的成为对称轴 （ CJ , 其阶数为 


2 U -1 I ( n^i ). 


( 37 . 5 ) 


指向矢的 “ 流线 ” 定义为这样的线，在该线线元 d/(d/ r =dr ， dZ< =rdp ) 上的 
每一点都与《 平行 . 流线的微分方程： 




亦即 


dip 

dlnr 


= tan t/r 


( 37 . 6 ) 


由此可见，特别是，在流线之中存在有 rA=/^(P 为整数）的 直线. 这些线是 


2 | n - 1 | 的径向射线 


ip = 丨：二 _ 丨 / > = ，必 =/> 甘，尸 = 0,1 ， 2,.“ - m — 1. (37. 7 ) 

向错的横截面被这些射线分成爪个相同的彼此重复的扇形 • 

现在转向对于向列相求解的具体作法，它们的形变能由公式 （36. 1)0) 得到. 
对于平面分布，有 

1 dfi ^ n r 1 

▽ • « = - - - + — = — cosr^ • ( 1 + 必 ） ， 

r Oip r r 

1 dn r n r I # 

(V x n ) = -:— + —— =— sirnf/ • ( 1 + 必 ） ， 

r dip r r 

/I • V x /I =0 


①该问题在人 ,= 人 3 的特殊 t 々形 Li 经由 奥森 （ c . W • Oseen t 1933 > 和 弗兰克 （ F . C . Frank • 1958 ) 解决 
了，下酣叙述的一般解诚于加洛辛斯炼 （ M . E . A 3 HAOUIHHCKHft , 1970 ) • 



在白由能中只保留了 带有& 和 A 的 项①: 


F t{ n \ n\<p 


^ j ( l-«cos 2^)(1 a =^§ 


对心的积分是发散的 对数. 在实际问题中，将它在某长度/?(样品尺寸的数量 
级）以上和在距离《(分子尺度的数量级）以下部分截去，这里宏观理论不再适 
用. 在确定我们感兴趣的解时，在距离 a << r <</? 范围内，可以认为因子 




只是个常¥:，所以平衡分布的少（^)由下面泛函的极小值确定: 

-2ir 

( 1 - acos 2 屮 )(1 + \jj rl )d(p = min 
j o 

该变分问题的欧拉方程是 

( 1 一 acos 2tf/ ) if/ rf = asin 2^(1 - if/-) • 


纹先，它有两个明显的解: 


(// = 0 


(37.8) 


(37.9) 


(37. 10) 


tfj : tt / 2 . (37. 11^ 

这是轴对称解，它们与图 2*7(3) 和 （ h ) 相对应②.这两个解是单值的，亦即该向错 

的弗兰克指标 n = U 比较式 （37. 1)). 

为了求得 n ^\ 的解，我们注意到，方程 （37. 9) 的第一次积分③，有 


( 1 一 acos 2if/) (if/ 


const 三 


2 


(37. 12) 


由此得到式 （ 37. 3 ) 具有如下函数形式 的解： 

方 / 1 - acos 2^ \ ^ 

fix ) =</ - 5 ―) 

\ \ - aq cos Zifjj 

常数 g 由式 （37. 4) 的条件 确定： 

, ,、 广 / 1 一 acos 2 e/r \ 12 

(n - 1 I - 2 77) c 

J i )\ \ - aq cos Zifj ! 


(37. 13) 


di/r 


(37. 14) 


( I ) 下面的被积衣达式略 i r 全导数（丨 - afcos 2 分） • 2 〆 =(2 必 - 0 tsin 2(^ V ,这不会影响变分问题的 
公式 • 在这 1 ft , 我们瑕新导 rtl 平衡方程，而+用奍实1：滿要进行大 M 烦琐计算的一般方程 （36. 7) 和 
(36. 8), 

② 注意，在“退化的”情况下，心 

③ 如果把戎（ 37.8) 的被积衮达式视为一维的力学系统 （ 并 fl . 少起到广义坐标的作用，史起到时间 
的 作用） 的拉格朗日函数，则式 12) 是能敎的 积分. 
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(此时，必须 l « k 2 < i ). 这些公式确定了未知的解.对于每一个《，解都是唯一 
的，这是因为条件 （37. 14) 的左边是 q 的单调递增函数，只有一个？值满足这一 
等式.函数 /( 幻是偶函数，因而是奇 函数. 这就是说 ,< P =0 的平面是对称 
分布的平面.由于存在对称轴，从而又出现 m -1 个通过 2 轴的对称平面.最 
后，很明显，2=0的平曲是对称 平面. 这样一来，指标为"的向错，总共具有的对 

称点群为 

当 n =2 时，由式 （37. 14〉，很明显地得出(/= 1，而相应的解是 


中 = ip : i 9/2. 


(37. 15) 


为了定性的阐明所得解的特性，我们来研究在式（ 37 . 7 ) 中的径向射线 
p =%附近之流线的性状.在这些射线 L 屮 = pir ， 而在射线附近而式 
(37. 13) 的函数归结为 常数： 


dip 

dif / 




(37. 16) 


由此 


if / - TT />*— (<^ 一 
A 


流线的微分方程具有如下形式： 

dlnr •• 1 A: 

- r ~ = cot if /~ - - —« -， 

^<P 中-中 P 中一屮 P 

由此我们求得射线附近的流线公式： 

r = const • \<p — ( p p \ A • (37.17) 

如果引入笛卡尔坐标，并使 x 轴沿着射线，则在射线附近而流 
线方程写为如下 形式： 

y = const • x l * xn , (37. 18 ) 

其次，我们来研究几种不同的 情况. 当《多3/2时，有 n - 1 >0,而由式 
(37. 14) 很明显，7>0并因此 A >0. 在这种情形下，流线从坐标原点离去，并与 

射线相切. 

当 n = l /2 时，参数^/<0,从而 A <0. 方程 （37. I 4 )的数值分析表明 〆 >1, 
因此 U 丨 >1. 由式 （37. 18)口1见， y 随着$—起 增长. 坐标原点附近的区域不能 
用这样的方法来处理，因为根据式 （37. 17)，当 A <0时，小的 * -%值对应于大 
的 r 值. 

最后，当 n <0 时， -1 <A <0,并且根据式 （37. 18) ，当太 —* 时 y —0. 流线 
是靠近射线的渐近线. 

在图29上，简略的表示出具有3/2 ，n = 1/2和 n = -1/2 的向错流线. 
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图29 


§38向列相液晶平衡方程的非奇异轴对称解 

由弗兰克指标《 = 1的向错引起的轴对称形变 （ 37. 10), (37. 11 )( 见 
图27)，是在容器壁上给定边界条件下向列相介质平衡方程的精确解.但是它 
们不是该问题的唯一解.它们只是在平面范畴的唯一解.假如我们放弃关于矢 
量 /| 处处都在垂苴于容器轴的平截面上分布的假定，则也可能有其它的解，并 
且在轴上没有奇异性.例如，如果边界条件要求与容器壁垂直，则在这样的解 
中，指向矢的流线在子 r 曲上的分布就没有奇异性，并且具有在图30上表示的 
形状.在壁上，与其垂迕的流线开始弯曲，趋向于 r =0 的轴，因而在轴上/ I 的方 
向是完全确定的.此外，我们看到，在这样的解中，与在轴上有奇异性的解相比 
较，无奇异性使其在热力学上更为有利（总弹性自由能更小 ）（ P . E . Cladis ， M . 
Kleman ，1972) .现在让我们着手构造这个解. 

我们将在圆柱坐标 r ，< p ， z 中，寻求沿着 z 轴的 
对称解，其解的形式为 

n r = cos ^( r ) , = 0, n l = sin ^( r ) 

(38. 1 ) 

(角 j 的意义表示在图 30 上）.在壁 t 的边界条 
件： 当 r = /?时 

X =0, (38.2) 

(尺是圆柱容器的半径），而在轴匕我们提出 条件： 

当 r = 0时 

X - tt /2 , (38. 3 ) 

如已经指出的那样，符合无奇异性，我们有 

d / i , civ 

(Vx W )^= 图 30 
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V • n 


d ( rn r ) . dv cos v 

— i — = - sin ^- f - + —么, 


形变自由能（在沿 z 轴的每笮位长度上）由如下积分 给出： 


2TirF (i dr = n I ( K { ^\n x + ^cos 2 ^)^ /2 + A^cos 2 ^ - A", sin • 〆 } d 爸， 


o 


( 38 . 4 ) 

式中的撇^表示对变量芒 = lrw 的求导 

平衡方程的第一个积分（亦即关于泛函 （ 38 . 4 ) 最小值变分问题的欧拉方 

程）： 

( 人 ' sin 2 ^ + K^cos 2 \ )〆 2 - 尺息 cos 2 ^ = const. ( 38 . 5 ) 

按照条件 （ 38 . 3 ), 应有： 当在一 > - oc 时 ,; tt /2 ; 显然，对此 应有： 当 ; tt/ 2 时， 
〆 一 ►() • 因此 const = 0 ，所以 

、 _ v ^7 cos Ar 

X ( A",sin 2 ^ + K 3 cos 2 x) W2 

由此得到所求的满足条件 （ 38 . 2 〉 的解： 

. R 1 ^ ( 心 sin> + K 3 cos 2 x) ] 2 t r 、 


!=丄广 
r 具 Jo 


cos x 


AT - 


(38.6) 


与向错 （37. io ) 相反，该解不是自相 似的： 在其中引入 r 长度/?的尺寸参数•式 
(38.6) 的枳分是通过初等闲数表 示的.假定心 >心，我们写出 答案： 


一 k sin y - k sin 


— =J Y / ， …… 八 exp( - 矣 arcsinUsin ^)}， (38.7) 

翁 I - k 2 s \ n 2 x + k'sin \\ ** 】 

• i — K . i 2 尺 I 

/r = —-— ， /c ^ = 1 - ^ , 

八 3 ^3 

当 r — o 时，差 ir /2 - j 与 r 的一次幂成比例地趋于零，而流线按照指数规律 
roc exp(const • 2 ) 逼近 z 轴. 

计算给出与该解答有关的自由能： 


1 -V 


0 


F (i 2T：rdr = ttA", (2 + -^arcsin/c . 

I kk 


(38.8) 


我们注意到，该表达式与容器的半径 /? 是尤 关的. 而向错的能量（图 27( a ); 解 
(37. 10))： 


^ Trr/^dr = irK { L % 


(38.9) 


式中 L = ln (/?/«) 是较大的对数，它的产生与在轴上的奇异性 有关. 我们看到， 


①在被积表达式 的站后 一项，对于表示变分问题是+ 1嬰的 ，但 是对于计算总自由能是必须的. 
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与有奇掉性的解相比较，没有奇异性的解在能量方固更有好处（如果系数心不 
是反常小的话）. 

这里所研究的平衡方程的轴对称无奇异性解场 / i ( r ) ，也可以从 n = 1并连 
续（即没有任何的间断发生）形变的向错场 《(/■) 得到，亦即在连续形变中 I * 从 
^ = const 的平面逐渐离汗而得到.这种奇异性是非常普遍情况的表现，将在下一 
节阐明. 


习 



习题 1 试求在圆柱形容器中的向列相介质，其平衡方程在轴上没有奇异 
性的轴对 称解； 边界条件符合图 27( b ). 

解：寻 求解的形式为 

n r = 0, = cos ^( r ) , n t = sin ^( r ) 

具有边界条件 


入（尺 ） =0， Ar (°) 


IT 

2 " 


我们有 


v x/i)^ = - cos x 


* <( V x /,)..=^- sin ^ J , V . n =0 


自由能为 


M 


o 


2 irrF ti dr = tt I 1 K 2 ( sin ^ cos ^ ^ x ) + ^ 3 cos 4 ^( d ^. 

J mm OL 


平衡方程的第一次积分为 

K^( ,2 - ( ^ 2 sin 2 ^cos 2 ^ + cos 4 ^) = 0. 

积分该方程得到如下结果（假设 K ,> K 2 )： 


^ 1 - k 2 sin 2 x - k'sin \ 

[ y / 1 - k 2 s \ n 2 x + A: ; sin \ 

当 r — 0时，角 ； r ->7 T /2, 按如下规律 变化: 


R 


k 2 




/2 


K 


3 




IT 




这一形变的自由能为 

j 2> nrF d Ar = 71 •尺 2 (2 + ^ 7arcsin / c | , 

而在图 27( b ) 上的平面 （二维） 向错的自由能为 itK , L . 

习题 2 试探讨具有指标 n = 1的向错，在形为 S / i ( p ) 较小扰动下的稳定性 
( 阿尼 西莫夫 （ C . M . Ahhchmob) ，加洛辛斯基 （ M . E . ^3h^oluhhckmh ) , 1972 ) • 

解： 1. 无扰动径向向错场 （ 图 27( a ) ) : n r ^ n z =0. 而扰动场可写为 
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n r = cos0cos0 — 1 - —( 0 2 + 少 ）， = cos0sin0 » 0 ， n z = sin0» 0 ， 

式中的角 <9 和 0 是角坐标 p 的函数.与该扰动有关的能量为 

jF.rdrdip = y JU 1 ^> ，2 + M ， 2 + ( 尺 3 -尺 ■) 少 2 - M 2 M « P . 

为了进行一般性的研究，应置 

00 « 
d ( cp ) = X ^(< p ) = X 少 〆 ' 

5 S * OB J * — 00 

并将能量表示为所有 (9,, A 的函数.由此立即看出，所研究的向错对于0。（能量 

中的 -K 乂 项）的扰动总是不稳 定的. 

2. 环向向错场（图 27(b)): 〜 =n:=0,% = l. 扰动向错场可写为 

n r = cos^cos| -y- + « - 0 , n、 = cos0sin( j + 0) =» 1 - —( 6 2 + 0' ) ， a: = sin0« 0 

(比较前面的情形，这里角0的确定是不同的）•相应的能量为 

jF d rdrd(p = J t + ^ ) + ( 尺 i - K 3 ) <P' + (K 2 - 2K y ) i A(p . 

最“危险”的扰动角是6>„和对于这些扰动的稳定性条件是 

K t >K it K 2 >2K,. 

由本题和习题丨得到 结论： 在具有 n = 1的向错中，形变自由能超过无奇异 
轴对称解的能量，这就表示这些向错在较好的情形下也只能是亚稳定状态.现 
在我们看到，径向向错一般是不稳定的，而环向向错在弹性模量之间保持一定关 
系时是稳定的（对于指出的扰动）. 

习题3 设向列相介质充满两个平行平面之间的空间；边界条 件：表 面上的 
指向矢，在一个平面上要求垂直，在另一个平面上要求平行.试确定 n ( r ) 的平 
衡位形. 

解 ：显然 ，平衡位形是平面（二维的）.我们取该平面作为 m 平面轴垂直 

两个边界面 （ z=0 和 z = h 的平面）•假定 

n t =sin^(z) ， n i =cos^(z). 

形变自由能为 


jF u dz = y Jl / C.sinV + K 2 cos 2 x \ x ，2 dz . 


平衡方程的第一次 积分: 


由此，考虑到边界条件 


{ K { sin 2 x + K 2 cos 2 x ) x ，2 = const t 


r - ir /2 

(K t sin 2 x + K 2 cos 2 x) 1 = — J (人 'sin 2 j + /T 2 cos>) ， /2 d^ f 
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或 


z = h Am 

式中的 f ：( AS 幻是第二类椭圆积分 • 



1 


§39向错的拓扑性质 


在§37给出的弗兰克指标定义，本质 h 与假定向错形变的平面（二维）特性 
和沿着向错长度均匀分布的特性有关.现在我们来说明，用什么样的方法可以 
把这一概念引入向列相介质任意曲线向错的一般情形. 

当向错所冇点上的指向矢同时作彳 T : 意旋转时，向列相的能屢不改变.在这 
个意义上，可以说，向列相的状态对于指向矢的方向是退化的.这些方向起着退 
化参数的作用.我们引入退化空间的概念，这里的所谓退化空间就是容许退化 
参数变化而没有能玷变化的区域.在现在的情形下，这个退化空间就是一个单 
位半径的球面，在该球面上的每一点都对应《的一定方向.但是还应该考虑，用 
改变/!的符号来区分的向列相状态在物理上是相同的.换句话说，在球直径相 
对的两点，物理上是等价的.因而，向列相的退化空间是球，在球的每个直径上 
相对的两点是等价的①. 

我们设想，在向列相的物理（实际）体积内，环绕位于其中的向错线作一个 
闭合回路（把它称为 y N 路），这时我们跟随矢量/!的方向绕行，在退化空间（即 
球上）描绘这个点也曲」出一条闭合回路（把它称为厂回线）.在这里必须区分两 
种不同的情况. 

其中的一种情况，厂是真正意义上的闭合 
回路.返回到它原来的状态，表示点所描述的是 
«为整数的回路（比如，对于图31上的厂 ，和厂 2 
回路，此数对应 n =丨和 n =2 ). 这个数也称为整 
数弗兰克指标 . 

另一种情况，厂从球上的某点出发，在直径 

的相对点 h 结束.由于在育径相对两点的等价 

性，这样的 回路也 应该看作是“闭合的”.这时 

所描绘的点_出的是弗兰克指标定义为半整数 

的“回路”（比如，对于半圆周厂冬，此数 m = 

• 图31 

f). 



①这一几何学//法与拓扑学中的所奶投影平向是一 致的. 
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在球表面上任意的闭合冋路，都可以用连续（即没有间断的回路）形变的方 
法变成为另外一个任意的闭合回路.此外，任意的闭合回路还可以连续的收缩 
到 一 点①. 

同样也能够把在球直径上相对两点开始和终止的回路中的一个变成另一个 
任意的 冋路. 但是，这样的回路不能够集中到 一点： 在形变时，回路的两端可能 
移动，但这时只能保持在球的任何一个直径的两端上 • 

因而，弗兰克指标不是拓扑不变量.只有在弗兰克指标为整数或半整数时 


才是拓扑不变 1. 

山上述分析得出结论：在向列相介质中的全部向错共分为两类，其中每一 
类中的所有向错都是拓扑等价的，即能够用 / i ( r ) 场连续形变的方法将其中的一 
个变成另一个（阿尼西莫夫 （ C . M . Ahhchmob ) 和加洛辛斯基 （ M . E . 
,n,3HnOLUHHCKHM ) , 1972 ). 其中一 •类叫 错是由整数弗兰克指标组成的，并且这些 
向错在拓扑 h 是不稳定的，即它们一般地能够用连续形变的方法 消除. 整数指 
标的向错可以在向列相体积内结束 • 

另一类向错是由半整数弗兰克指标组 成的. 这些向错是不能消除的，并且 
它们在拓扑上是稳定的. 

关于拓扑上的等价结构问题，事实上应在某种具体的由这些结构在热力学 
上比较有利来确定的条件下实现.这个问题不在拓扑分析的范围之内. 

在向列相介质中，除了线奇异性——向错之外，同时还可以存在点奇异性. 
这种奇异性最简单的例子是矢敏”从一个点向所有的方向辐射（像一个“刺猬” 


一 样）. 

为了阐述点奇异性的拓扑分类，我们重新返回到作为退化空间的单位球的 
映射 h . 在充满向列相的物理空间内，选取两个点4和尺，并环绕奇点用某一 
回路 y 连接起来，如图32 所示. 回路 y 与单位球上的某个回路厂相对应.我们 
现在将冋路7绕直线旋转，转满一圈后冋路自然的结合在一起，它在物理空 
间内画出一个闭合曲面 a ^的映射乏是由冋路厂画出来并覆盖在单位球上 


的，覆盖的次数可能大于 1. 映射2復盖单 
位球的数次/ V 是奇点的拓扑特征.映射 Z 
可以想象为在球 t 拉紧的闭合薄膜.然， 
无论如何也不可能（在它上面不能产生任 
何裂缝的情形下）把它收缩成一个点.这些 
就表现出奇点的不吋消除性.如果~=0, 



\) 冋路的形变不仅反映 y M 路 h 身在物理空间的变化•而 FI 反映场本身的 变化. 
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则薄膜一般不能把球完全包围起来.这相应于没有奇点或者奇点可以消除（亦 
即，薄膜可以收缩成为点）.对于向列相中的奇点，/ V 的符号没有意 义：它 的变化 
仅仅表示，在整个空间里 /* 的方向向相反方向变化，并没有影响到向列相状态 
的改变. 

描述点奇异性的数 '只 可能是整数.不难看出，半整数的/ V ,实际上表示存 
在不町消除的线奇异性，而不是点奇异性.比如，如果2覆盖球的一半 （/V = 
1/2)，那么这就意味着，在 y 上观察到的任何一个点，我们都能够找到它的映射 
在球面上描绘出的形如厂,, 2 的回路（图31 ) ，这也就证明了关于弗兰克指标 n = 

+时存 在不可消除的向错炎 

鉴于在向列相中奇异性拓扑性质的讨论，让我们简短地讲述一下位错（即 
晶格中的奇异线）的拓扑解释.设想一无边界的晶格，并沿着三个基本晶格周期 
的方向引入坐标轴 h 设这些周期的大小分别为 a ,， a 2 ， a 3 . 当晶格沿, 

轴平行移动任一距离时，晶格的能域不变.退化参数（移动量）变化的范围 
是线段长度而且每一个线段它的两个端点被看作是等价的（因为晶格 
按周期移动使品格自相结合，亦即保持晶格状态恒定不变）.在拓扑学上，具有 
等价端点的线段跟圆周是一样的.这样一来，晶格的退化空间就是在三个圆周 
t 构造的三维区域.这个区域可以想象为对立面两两等价的立方体或如四维空 
间中的一个三维环形曲面②.在这样的环形曲面上，不存在收缩成点的回路厂 
(其中的每一个回路都是由三个整数拓扑不变 M n ^ n 2 y n y ——即环绕环形曲面 
的三个圆周母线的数来描述的）.如果回路厂是回路 7( 在物理空间中环绕奇异 
线——位错的回路）的映像，则它的三个常数跟伯格斯矢量（用对应的周期 
a 2 , a 3 作为度镇单位）的三个分量完全一样.这样一来，在拓扑上位错是稳定的 
不可消除的奇异线，而它的伯格斯矢量是拓扑不变量. 

§40向列相液晶的运动方程 

运动向列相介质的状态，取决于四个域——指向矢《，质量密度 P ， 速度《和 
熵密度 S 的空间分布.因此，向列相运动的完全流体动力学方程组是由 i : 述量 
对时间之导数确定的四个方程组组成的 （ J . L . Eriksen , 1960； F . M . Leslie , 
1966)®. 


① 在粮数 / v 吋，类似 地论证 不会诗致相似的结论 ，因 为指标为幣数的向错是可以消除的.而具冇整 
数 AT 的映射与不可消除的奇异点相对应. 

② 像对边两两等价的正方形在拓扑上等价于三维空间中的二维环面一样- 

③ 部分地，我们坷参见以下作名•的论述： D . Forster f T . (：. Lubensky , P . C . Martin , J . Swift 和 P . S . Pers - 
han ,1971. 
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我们从指向矢方程 开始. 如果向列相处于平衡（因而/! =0) 并在空间以不 
变的速度作整体运动，则该方程只+过是表示指向矢《以同样的速度在空间转 
移这样的事实.换句话说，流体的每一个质点都带着自己的《在空间运动.这 
就表示对时间的全导数（即通常说的物质导数或随体导数）等于零 

+ (v • V)« =0. (40. i) 

dt dt 

在任意运动的一般情形下，在方程的右端出 现与々 以及速度对坐标导数的有关 
项.在第一次不为零的流体动力学近似时必须局限于这些量的线 性项. 导数 
执/办 4 是张量，它可以分解为对称和反称两 部分： 

， A* ~ d k v i^' (40.2) 

为 f 建立与的关系，要允分注意，当向列相作为整体以角速度打均匀旋转 
时，整个 / i ( r ) 场也将以同样角速度旋转.这样的旋转由下面的方程 描述： 


或 


i\n t 

< 1 / 



n k • 


实际上，作为整体旋转时物体上各点的速度是《 =打 xr ， 因而 ▽ xt ； = 2/2, 对于指 
向矢的变化速度也得到类似的表达式 (1/ i/dr = /2 x «. 由于平方/ I 2 = 1是常数， 
与心有关的项，应考虑要求由《 • <1«/^ =0的项组成.因而，得到如下的一般形 

式的“指向矢的运动方程”： 

d" 

—r^ = fi kl n k + A ( 5^ — n i n i ) Ti h v kl + N i f (40. 3 ) 


式中① 

N^h/y. (40.4) 

项〜描述的是在分子场作用下指向矢对于平衡的弛豫，而式 （ 40 . 3 ) 中的第二项 
描述的是速度梯度在指向矢上的取向作用.各项中的系数 y (具有黏度的量纲） 
和系数 A (量纲为1 ) 是动理学（而不是热力学）性质的系 数②. 

流体密度对时间导数的方程是连续性方程 


f + ▽•㈣ =0 . 


(40.5) 


① 引人符 U 为了下面更淸楚的敁示一些公式的结构，同样也山于在后面的§ 43 ® 进一步的 

推广. 

② 在力•程 （40.3) 的 G 端，存在带有密度和熵（或温度）的梯度项，它们与方程关于空间反演的不变 
性和关于 n 变号的不变性有关 • 关于这一问题更详细的叙述见 §43. 
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物质流密度定义为 中位时 M 流过单位横鉞面的质 tft . ——译者注 

这个方程坷以表示为等价肜式： 


1(7) = +(7)….叫计 0 , 


它衣示移动的流体质点相对于单位质敏的熵足+变的. 

⑶ W 数2/?给出 （像住 §33 —样）机馘能耗敗速度（比较第六卷， §79). 


注意，这些方程本质 I :是把流体动力学的速度作为单位质 M 的物质流密度来确 
定的①. • 

速度对时间导数的方程是动力学方程 


p 


V 


( 1 / 




(40.6) 


式屮 F 是作用在申位体枳 h 的应力之 合力. 根据在§2中论述的一般结论，它 
可以表示为张量散度的 形式： 

F i = Wik ， 

式中是应力 张量. 于是，动力学方程可写为 




dv 


d . 


I 


+ (w • V)v i \ = d k (T lk . 


(40.7) 


应力张驗的形式将在后面建立. 

最后，还剩下熵方程.在无耗散过程的情形下，流体的运动是绝热的，并且 
在流体的每一个中元 m 也都是绝热的，它们都带着自己固定的熵值移动.将表 

示熵守恒的方程写成普通连续性方程的 形式： 

dS 


dt 


十 ▽ • (Sv) =0, 


久中 S 是单位体积的熵，而 M 是熵流密度炎在考虑耗散过程时，熵方程为 


dS 


+ V 


si ； + 4^ 2R 


(40. 8) 


cH \ T) T 
这里就是所谓的耗散函数. 2/?/ r 定义为熵增速度③，它是由张量分量〜，矢 
和温度梯度 ▽ rm 成的二次式.而矢量 g 是与热传导有关的热流密度，该 
矢量的分量是温度梯度矢量之分量的线性函数 


Qi = _K ik d k T. 

作向列相介质屮，热导率张量&有两个独立分量并可以表为 

=k„ n i n k +/c, (5^ f 

式中 AC , 和 q 描述纵向和横向（关于 /! 的）导热性. 

在流体动力学中，熵守恒定律表示为如下形式的 方程： 


(40.9) 


(40. 10) 


±(PJL 
a / 2 


+ 尺 + ▽ • 0 =0, 


(40. 11 


①② 
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式中 f : 是内能密度，而0是能流 密度. 内能密度+匕 ，其中 心 （ P , S ) 是对 
朱形变均匀介质的，曲^与未知场 《( r ) 有关.按照§36末尾所说的，匕与式 
(36. 1) 中的自由能是一样的，其差别只在于弹性模&，&，&所指的是用 
密度和熵而不是温度来表示. 

自然，能 鷇守恒 定律包含在运动方程之中.我们利用它来建立前面引进的 
函数/?，张量和矢量 W 之间的关系. 

将方程 （40. 1丨 ） 中关于时间的导数展开，并考虑到热力学关系 


dE 

Js 


SE \ 


式中 g 为化 学势从 于是有 




2 dt H dt ^ dt dt 


dE d 


(40. 12) 


我们把最后一项分出来考虑，从式 （ 36 . 6 ) 中引人记号仏•，则有 


dE 




( 在这里用/!代替//，是因为//的纵向部分由于 H 
式 （40. 3) 将⑽ /以代人这里，写为 


巧十 ‘ 5 ) 

dn/dt = 0而立刻消失）•由 




( v k d k n ( + Sl d n k - \v ik n k )h i 一 N • h + V • (•••)， 


然脂再分出一个全散度，则有 

/ dE.A 


G • v 


h 2 + V •( 


(40. 13) 


式中 


k d t n k ^—cf k (n,h k - n k h i ) - —^ k (nh k +，、"•）• 


(40. 14) 


在这里和底下，为 r 减缩烦琐的公式，在散度符号下向，我们没有写出完整的表 
达式.该项（等我们在本节最后再返回来）对于提供问题的解是不重要的. 
表达式 （40. 14) 可以表示为 


①我们笤 t 指出彳玷 W 于给定的（单位）体枳的，在该体枳内的质点 （ 分子）数~处变化的在第 

内各处的化#势足关 f 一个质点的，亦即定义为 w 为 〜 = ( m 足分子质铍），故这里通常 

的定义跟第 K 卷甩的定义不 M 之处只足 W ? ^为 r 避免误解•在跟热力学关系式 ㈠ .2 a )« l 比较时要汴 
总.严格地说.这里的 f 足中位体积的内能•則 ft §3小，能被定义为未形变物体 中位 体积内物质 

的能 M . 


式中 


= d k cr[ k + ( ) p s % 


(40. 15) 


(T l = 


n u d l n l 一 n t h k + nji ^) + —( n t h k - ) 


(40. 16) 


在变换时利用了等式 


dE d 

() p.5 = ^ i n k + TI ik d i d l n k . 


应力张量的确定不是唯 一的： 当对 cr ^ 增加任何形为 a , (其中 h 是 
关于后一对指标反称的任意张量，即= - iw ) 的项时，表达式 （40. 15) 不变. 
虽然张量 （40. 16) 不是对称的，但是可以导入对称形式，这只需对其增加一项经 
过适当选择的张量事实上，实施此项十分烦琐，我们把运算放在本节的最 
后，而现在继续推导运动方程，假设已经加上了使之对称的项. 

将式 （40. 15) 代人 （40. 13)，并单独的分离出全散度项（考虑的对称 
性），我们得 到①： 


dE 


d 


N ^ - (…） • 


(40. 17) 


最后将出现在式 （40. 5 ) ,(40. 7 ),(40. 8) 和 （40. 17) 中对时间的导数代入 
式 （40. 12)，并根据式 

S t E = ( d , E) p s + fjLd,p + TdiS 

将 A ： 的偏导数（在固定 p 和 S 时）用全导数表示.经过一系列变换（分离出全散 
度）后，最终我们得到： 


[pA 
( 2 


+ E = 一 cr \ k v lk — N • h + —；q • V 7" + 2 R + V • (•••)， (40. 18 ) 

，厂. 


式中与〜相关联的公式为 

(^ik = - P 8 ik + + a :* ， （ 40. 19 ) 

根据热力学的定义，引入压力 

p 二 Pfi-E + TS (40.20) 

(糾=少是物质单位体积的热力学势），并且应该由它们来确定应力张量的各向 
同性部分. 

将式 （40. 18) 跟能量守恒方程 （40. 11) 比较，我们发现 


2 R = a ： k v ik +AT • h-—q - V T . 


(40.21) 


该函数确定了由耗散过程引起的 熵增. 因此，很明显，在式 （40. 19) 中引入的张 


①因为 £。 =£ 0 ( P , s ) J ； m ( a ,^) p . 5 = K £) M . 


向列相液晶的运动方程 
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摄^卩是应力张最的耗散（“黏性”）部分.而张量没有进人式 （40. 21) 内，它 
是应力张最的非耗散（除 f 与压力有关外）部分①，是向列相（不同于通常的）流 
体的特殊部分. ’ 

同时，我们也注意到，在耗散函数中没有出现系数 A . 虽然这一量纲为1的 
系数表示的作用显然是动理学（而不是热力学）的性质，但它不是耗散的②. 
在运动着的向列相介质中体力密度 

= - + +d k (r[ k = -d t p + F\ r) + F\. 

在静止平衡（虽然也形变）的介 质中广 =0,而根据平衡条件 （36.7) 有/! =0.按 
照式 （40. 14)， （40. 15), 此时力 

F U) = -Wp-(VE d ) PtS . 

如果认为弹性模量是常数，与 p 和 S 量无关，则 （ V^) p . s = ▽&，并且这时力 
F = - V (/>+ EJ . 何是，在平衡时，必须同时有 F =0. 由此可见 ，（ 在所指出的 

假设情形时）在处于平衡向列相介质中的压力分布由下面的公式给出 

p = const - E d . ^ 40* 22 ) 

现在，我们以显形式进行前面提到的张量 crl ： >的对称化运算.首先以显形 
式计算该张量的反称 部分. 在计算张量-^:时，应该顾及到表达式 




dE , 

dn ； 


、+ 77 ( i d l n k — Tl^d^ 


该式关于指标对称，这一对称性不易直接验证.更简单的是用间接方法，即 
利用能量^ y ，它是个标量，并 a 它本身关于坐标系任意旋转是不变的.在无限小 
的旋 转角知 时，坐标变换为 


r f =r + 5r, Sr = 8ip xr, 


亦即 


谷 x i: e ik = e ilk 8(p ( = - e kr 

对于矢量 n 和张最的变化，相应的有 

8n i = e, l n l , 8( d k n l ) = e il d k rt l + 

此时，在旋转时函数^的不变性就意味着 B ik e lk =0. 因为以是任意的反称张 
匱，故由此得到^必是对称张 M , 也就得到了需要的证明. 


① 存时也把它称为反作用（无效功）部分（由此，我们用指标 &) 表示它） • 

② 这种悄况不是唯 一的： 我们注意到电动力学中导体的笛尔 （ Hall ) 效应，它也与耗散 无关. 

(3) 如果没有作前面所指出的假设，则 在阂定 温度时，力 F 可以表 示为/ - P v M , 因而，平衡条件归 
结为通常的 M = ^>nsl . 实际上，将衣达式 （40.20) 对压力求微分，并考虑到热力学关系式 d E = rd S + 
一 /; + ( d £ rf ) M ，即 fil 求 w - = const 时，即得到上曲指出的关 

于 F 的表 达式. 
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注意，由张量 


= n i^ik ― n k^u » 

容易将张量 ( T ；^ 的反称部分化为式 （2. 11) 的形式.然后，对称张量可直接 
由公式 （2. 13) 求出.经过一些简化之后我们得到 

^ n,h k + n k h t ) ~—{IJ u d i n l +IJ a d h n l ) - 


- ~2 - di[ d + n kl )n, -n kl n i -IJ u n k ]. 


(40. 23) 


我们注意到，该表达式实际上只包含张量 Z 7. t 的横向（与指 标&有 关的）分量•如 
果最后表为如下的 形式： 


/7 ,. a = n\ k } + n tl n k n t 


(因而 =0)， 则在式 （40. 23) 中只剩下带有 77 L " 的项. 

最后，我们回到带有全散度的项，这一项直到现在还没有写 出来. 比较式 
(40. 18) 和 （40. 11)，我们看到位于散度符号（即 ) 下面的表达式，在该项的总 
和中是能流密度.这样一来，在这里我们引人所得到的最终 结果： 



- n A ~ v t d i n k + ^a n i 


+ An,(i; w -n k n m v lm )] 



++UA + - 々 k - kAT ， (40.24) 


式中『=/> + £是热函数.第一项跟普通流体在流体动力学中的能流表达式是 
一样的. 


§41向列相液晶的耗散系数 

在运动方程中，带有 W 和的项表示由于介质偏离热力学平衡引起的弛 

豫过程，热力学不平衡又与 A 和〜的值不为零 有关. 在普通流体动力学的近似 
中，假设这一不平衡性是微弱的，即在一定意义上，和〜的值是小的.于是， 

就是它们的线性函数. 

但是，在通常情形下，所写运动方程的形式，在 cr 〗 中与&有关的项我们不需 
要写出来.实际上，由 A 和《的分量组成的这些项也具有 const *( n> A 的 

形式. 然而，这种形式的项，在式 （40. 23) 的应力张敏的非耗散部分中已经 
有了.因此，在 (7 : 4 中增加的类似形式的项刚好归结为重新定义的系数 A 中. 
张量 <与 心线性关系的一般 形式： 

(ra = V,ktm v im » (41.1) 

而且四阶张量 T ； 心 具有明 显的对 称性质（由于 O ■:*与 ，都是 对称张量的结 果）： 


§41 向列相液晶的耗散系数 
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Vikim = Vkilm = Vik m r (41.2) 

此外，由昂萨格 （ Onsager ) 动理系数对称一般原理的结果，这个张量还具有 
更多的对称性（参见第五卷，§ 120；像在§32 —样，在这一节的下面，我们将利 
用在第六卷§59给出的该原理的公式和在那里引用的\和夂的定 义）. 由熵 
增速度表达式 2/?/ r 可以看出①，如果把\理解为张量 <的分域，则与其“热力 
学共轭”的 Ml 就是张量-、 / r 的分 量②. 张量 7/, 心 的分量起着动理系数 
的 作用. 昂萨格原理要求亦即 

V.kUn = Vimik- (41.3) 

考虑到所提到的对称性质，张量只应该由单位张量心和矢量 FI 来构 
成，这样线性无关的组合总共有 五个： 

n l n k n t n m , n i n k^im + n i n m ^ ik » 

n k n,8 im + + n k n m S it , 

相应的张量有五个独立分 M . 利用它们组合的应力张量可以表为③ 

a\ k = 2l7|t ? 法 + ( ”2 - T} 、 )8 lk v„ + ( 174 + V\ ~ Vl) (^ik n i n m V lm + n i n k V u) + 

+ ( 17 ; - 2t;, ) ( + + 17 , + rj 2 - 2 t 7 3 -2t/ 4 ) 

(41.4) 

上述所有系数确定的适宜性可由下面的耗散函数表达式来说明 • 当沿着《的方 
向选取一个坐标轴 U 轴）时，耗散函数可以取为 

2R =2t7,|^ - + rj 2 v 2 aa + 2” 3 1^ + 2rj 4 v u v aa + 

+ Vi v i (^n 2 + (a o r) 2 1 + ^h 2 , (41.5) 

式中的指标 a ， jS ,7 取、>•两个值.因为必须有尺 >0( 熵增加），所以系数％，乃 2 ， 
T / 3 fT / 5 t K „ i ， y 必须为正，并且， 

ViVs > vl - (41.6) 

这样一来，描述向列相介质总共有九个动理系数：五个黏性系数，两个热导 
率，还有系数 7( 也具有黏性系数的 M 纲）和无耗散的量纲为1的系数入. 

当运动着的流体可以被认为是不可压缩（流体运动速度必须小于 声速） 的 
重要情形下，出现在运动方程中的黏性系数的数目要 减少. 不可压缩流体的连续 


① 注怠，该速度由愤％，夂衣示为公式 2/ f / r = - ix a x 0 . 

② 在文献中 ，敏 之和夂往往相应地称为热力学流和热力学力 • 

③ 向列相的耗散系数 Li 由萊斯利（「 M . Leslie ，19 f > 6 〉 和帕罗迪 （0. Pamdi , 1970) 以其它形式 引用. 
肴来，文献中向列相黏性系数定义的公认选择尚未 建立. 
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性方程归结为等式 ▽ •!； = r „=0. 在应力张最 （41.4) 中，第二项完全消失，而第 
三项具有 const • 的形式.我们注意到，最后一项在耗散函数中没有 

贡献（它在形成乘积时消失了，因为“匙=0)，此外，在总应力张量 
中，它也具有如同项一样的张量结构.但是，在不可压缩流体的流体动 
力学方程中，压力（跟速度一样）只是作为坐标和时间的未知函数而出现的，该 
函数在求解运动方程的结果中确定，在这里，它不是与状态方程其它同类量有关 
的热力学 M . 因此，在应力张量中的项和 const • 项可以彼此合 

并，简单地归结为重新定义的压力.这样一来，不可压缩向列相流体的黏性应力 
张量就归结为表达式： 

( r[ k =2 r /, Vi * + ( T /, -2”,）（ + W ") + ( t ? 2 + i 7 i - n i n k n i n m v im » 

(41.7) 

式中 = T 7 ： + T /, -2 t ? 4 . 上式总共包含三个独立的黏性系数.相应的耗散函数 b 
轴沿着矢量/|): 

‘•德 

2 R = 27 /,|^ - + rj 2 v) s + 2 T ] y v 2 az + 

+ -^-} /f h ( B . T ) 2 - k - K x ( d a T ) 2 \ +— h 2 (41.8) 

(注 意匕。 + L =0). 由不等式 （ 4 1. 6 ) 保证使系数 仏 为正数 - 

习 题 

习题试确定作用在直线向错（弗兰克指标 n = 1) 上的力.设运动方向垂直 
于向错直线 （ H . Imura 和 K . Okano , 1973 ). 

解：让我们考虑在坐标系中静止并与 2 轴重合的向错，而流体沿着 X 轴方向 
以常速度》运动.在向错中指向矢/*(0在坐标系中的分布是稳定的，并且由下面 
的公式给出（对于具有径向“指向矢流线”的向错，见图 27( a )) : 

n = cos n v = sin ip , 

式中极角 = arctan ( y / x ). 在方程 （ 40. 3 ) 中，有 dn /= 0 和 = 0 ( 因为是均匀 
流动），所以只剩下 

dn h 

v —=— . 
dx y 

由此，我们求出由运动引起的弱分子场： 

h = yt ’( i / xn)^ y 

dx 

式中是 2 轴方向的单位矢量（在没有运动时，分 子场力 = o , 因为静止的向错是 
介质 的平雜 &)• 紐錢 
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2 
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在单位时间和直线向错单位长度上耗散的能量由下面的积分 给出： 


2Ri\xdy 

m 


Tryr" L , 


L = In — 





式中 K 是运动区域的横向尺寸，而 《 是分子尺寸 • 耗散能量必须由作用在向错 

上的力/所做的功 <来补偿.由此得到 

f : TtyvL. 

对于具有圆形流线的向错（见图 27( b )) 也可以得到同样的 结果. 


§42向列相液晶内微振动的传播 

向列相流体动力学的完整而精确的方程组是非常复杂的. D 然，在微振动情 
形下，它容许简化为线性方程. 

在着手研究向列相介质微振动的传播之前，我们预先回想一下存在于普通 
流体中的振动类型（模式）.首先是普通的声波，它具有色散规律（频率和波矢 
Hk 之间的关系 ） w =4,而传播速度为 

c= V(lL* (42 *° 

声波的振动是纵向的（见第六卷， §64). 

其次，存在强阻尼时， 黏性波 具有色散规律 

[(o = -^- k 2 , (42. 2 ) 

P 

式中 r ; 是黏性系数 （ 见第六卷 §24). 这些波是横波（速度 v 垂直于矢量 A :) ，因而 
常常把它称为剪切波.它们可以有两个独立的偏振方向.色散规律与偏振方向没 
有关系. 

最后，处于静止的流体，温度（和熵）的微小波动，也像这样强阻尼波一样传 
播，具有色散 规律： 

\ o ) = x ^ 2 * (42. 3 ) 

式中;^是介质的温度传导率（见第六卷， §52). 

在向列相介质中也存在相似类型 的波. 但是，在向列相里，存在一个附加的 
动力学变量，即指向矢《，它又导致向列相出现新的特殊类型的波 （ P . G . de 
Gennes , 1968 ). 

在向列相中，让我们从普通的声开始.显而易见，在足够长的波（亦即足够 
小的 々值） 的范围，对于与存在新动力学变董有关的声速进行的修正是很小的， 
所以声速仍然由前面的简单公式 （42. 1) 给出.在振动介质中，我们将指向矢表 
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示为 /I = n 0 + 如，其中化是介质无扰动时的值，它沿着整个介质是常量，而5/1 
是小的可变化部分（因为/ I 2 =/!〖=1，故/| ( , • = 0). 将式 （40. 3) 的左部跟它右 

部的前两项相比较显示，〜 b ， 即 〜 i ;/ c (在考虑近似时 ，;V =/ i / y 项是更高 
阶的小量，因为按式（36.9)，分子场 Aocf ). 因此，在流体能量密度中的 项有 

E^K(kSn) 2 〜尺 (y ) 2 ， 

亦即当和主要项相比较时，它是 V 数量级，而主要项因此，在考虑近似时， 
这个能锨可以忽略，并且这也是关于声速的上述论断所作的证明. 

在下面按照&近似时，出现了与耗散过程有关的声吸收.与通常的流体相比 
较，向列相的特殊点是声吸收表现为各向异性，亦即与声波的传播方向有关（见 
习题 1). 

在向列相中，其它的振动类型具有类似于式 （42. 2)， （42. 3) 的色散 规律： 
<o^k\ 这就意味着，当足够小时，在所有的情形下总有 w «ck. 同样，由此可 
以得出，在这些振动中可以把流体看作是不可压缩的①.这时，连续性方程归结 
为 ▽ =0或对于平面波 At • t ; =0. 因而，所研究的振动是与振动速度有关的 

横向剪切振动. 

为了研究所有这些振动，我们要对运动方程进行线性化处理.在其中，假设 
n=n 0 +Sn， P = Po + 8 P . 在第一次近似时，分子场对 /* 的导数是线性的，并因此分 
子场对 S / i 的导数也是线 性的： 

H = K { VV • Sn - K 2 ▽ x [ w 0 (/i 0 • V xSn)] + V x [ n 0 x (n 0 x V xSrt)]. 


(42.4) 

在应力张量 （40. 16)“ 反作用（无效功）”部分的第一项是关于如的二次项，因此 

可以忽略.同样可以忽略的二次项还出现在方程 （40. 7) 中表示张量散度的项 

和它左边的（ I ； • ▽)!； 项里面.最后，这个方程归结为 下式： 

dv i 1 . X M £ , 

P 二 —+ rl 0 i ^ k^k ~ n 0 k ^ J l i ) ^ ( n 0 i ^ k ^ } k ^ n 0 k ^ k ^ i ^ + ik * 

(42.5) 

而在方程 （40. 3) 中，其右边的前两项里面，足以用 & 代替/ I ，并且忽略其左边的 
(v • ▽) 5/1 项: 


d 8 n ^ _ . 

= ^ki n ok + A ( 5“ 


一 n 0 t n 0i) n 0k v ki + 一 h r 

y 


(42.6) 


①我们注意到（见第六卷，§ 10) ，对于非定常运动的流体，在1； << C 和 T >>//<：(这里 T 和/分别是 
时间和距离，在其间流体的速度经 W 广明显的变化）的条件下，《〖以认为是不町压缩的.对于振动运动，第 

一个条件在振动的振幅足够小时总是满足的，而第二个条件恰好息味着要求 f « r . 

k 
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由于等式\ • 5/1 =0, t ; - k =0,矢量5/1和 v 总共有两个独立分量.因此，方程 
(42.5)，（42.6)组成四个线性方程组.它们确定四个振动模式，其中的每一个无 
论是速度还是指向矢都经受到彼此相关联的耦合振动.但是，通常情形，大 M 的 
地简化是由于量纲为1的关系式 

/x = ^ (42.7) 

V 

是个小量~ 1( T 2 - HT 4 (其中 K 和 T 7 是向列相的弹性模量及其黏性系数％，^， 
Vi , y 的数域级）.如下面将要表示那样，此时可以分为两个主要的振动类型，对 
于其中的每一个，方程 （ 42. 5)， （ 42. 6) 都容许作某种简化. 

其中的第一种类型，频率与波矢量的关系为 

卜也， (42.8) 

P 

类似地公式是（42.2)(由于后面要说明的理由，该振动称为快剪切振动）.在两 
个方程 （42.5) ，（42. 6) 中，可以忽略所有含有/ I 的项 • 实际上，由式 （42. 8) 可见: 


pv 

r)k ' 


并因此，分子场 


h 〜 Kk 2 8 n 


pvkK 


利用这些估计极易确信，方程中的项在跟、项相比较时是个小 M , 它们的比 
是〜 / X . 这样一来，快剪切振动方程组归结为 


dv - # 


(42.9) 


ddn 


^ki n 0k + A ( 5“ 一 n 0i n 0l ) n 0k V kl 9 


(42. 10) 


第一个方程不包含由该方程确定振动速度和色散关系，然后由第二个方程 
直接给出伴随的指向矢振动（见习题 2). 

现在我们转向在^<<丨的条件下的第二种类型的剪切振动，即对于向列相 
特殊的指向矢慢振动.在这种运动中，指向矢可变部分的数量级由方程 （42. 6) 
左边的导数祕⑴和右边的 A / y 项之间的平衡 确定 ： wSn ~ h / y . 同时，因为 /i ~ 
U 2 Sn , 定性的给出这些振动的色散 关系： 


Kk 


显然，在将方程 （42.5) 左边的导数 - pvo , 跟右边的 d ， 
时，前者是个小量，并因此可以 忽略. 方程 


(42. 11) 
rjvk 2 项相比较 
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A 


-你 + y (/ i 0 l d 人-。人） -~( n 0 i d k h k + d k a[ k =0 


2 


(42. 12) 

确定了振动速度和指向矢之间的关系，然后由方程 （42. 6) 确定色散关系（见习 
题 3). 

注意到频率关系式（ 4 2. 11)和（ 4 2.8)，有 o >/ o> f (下标 s 表示慢振动，下 
标 f 表示快振动）.这样一来，在同 样的& 值进行比较时，频率％比要小，由 
此联想到相应的慢振动和快振动名称的由来. 

最后，在静止的向列相介质中，温度波动与普通流体中相应振动的不同之处 
只是在色散关系中出现各向异性，类似于式 （42. 3)( 见习题 4). 


习 



习题1 试确定向列相介质的声吸收系数. 
解：声 吸收系数①按照下面的关系式 计算： 



cp v 


(见 §34) ,而耗散函数由公式 （41. 5) 给出. 在这种情形下，可以忽略该式中的 
/ i 2 / y 项.实际上，因为已经指出，分子场 Zi ocV , 因此 h 2 / y ock 4 ，而 尺中的其余项 
正比于波矢量的较低次幂，即正比于经过简单的计算导出下面的结 果②： 



2 

( V\ + Vi ) +2 (”； +t ?4 - V\ 一 ” 2 )cos fc e + 


+ ( r ；! + r / 2 + r ; 5 - 2 t / 3 - 2 t / 4 ) cos 4 6 + 


+ ( AC ~ /C A ) COS 2 I 


c 


c 


p 


)1， 


式中6>是灸（并因此也是 U )和/ I 之间的 夹角. 而导热部分吸收的计算完全类似于 


对普通流体那样的计算，可参见第六卷， §79( S ， c p 是物质单位质量的热容 量）. 
习题 2 试寻求快剪切振动的色散关系 • 

解 ：对于平面波 （《 江 exp ( 从 • / - iwf )) ，方程 （ 4 2. 9 ) 取为 

一 ipcoi ^ = 一 ifc t 8 p + ^ k ( r \ k . 

对于不可压缩向列相黏性应力张量由公式 （41. 7) 给出，经过简单的计算（考虑 I ； 


① 在这里，为丫避免跟耗散系数 y 相混淆，我们用厂来表示这个 «• 

② 当然，在 il 算二次项时，所有的振动 M 邡必须 S 为实形式，即它们与 f 和 r 的关系由因子 
cos ( k • r -祕） 给出. 
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是横向的， I ? •*=()) 便导出如下形式的方程1 1 : 

\pw v = ikSp + av + a 2 k n( rt • v )+ a^kki n * v ), 

式中 

a i = V\ + y(i73 -2^1 ) cos 2 0 1 
«2 = y( 13 一 2^1 ) + ( 云 2 + V\ -2i7 3 )cos 2 0 f 



a 


2 


(Vs — 2 ”, ) cos d. 


其中 （9 是灸和 /* 之间的夹角•将方程（丨）乘以灸，我们得到按振动速度确定振动 
压力的公式： 

8p = ik(n • v ) ( a 3 + a a cos 0) f (笨 

而待求色散关系由方程（丨）的橫向分量确定.将该方程乘以《 xA :， 得到色散关 
系： 

k 2 


\co 


( 0) =t( r/|Sin 2 权 + +T 7 3 cos 2 沒)， 


对应于(垂直于通过矢量 A 和 /I 的平面）的 振动. 而在这个平面上偏振振动的 
色散关系由式 （1 ) 乘以 /| 并借助于式 （2) 消去其中的卽 得到： 


\0) 


—I a , ( 0 ) +a,(0)sin ： d\ =— 
P P 


—( 77 , + t ; 2 ) sin 2 26 + —r/ 3 cos 2 2 ^}. 


自然，求得的这两个关系与由式 （ 42. 8) 定性的估计是一 致的 . 

习题 3 试寻求慢剪切振动的色散关系 . 

解：对于平面波（ 5« a exp( \k • r - ) ， 线性化的分子场为 

h =H -n(n • H) = -/C, \ k -n(n • k) \ (k • 8n) - K 2 i/{v • Sn ) -K y (k • n) 2 Sn , 

式中 

1 / - n x k (= Af sirT 0) • 

方程 （ 42. 12)( 其中的引自式 （ 41.7 )) 取为 

一 ikSp -a^k 2 v -a 2 k:n(n • v ) -a s kk(n • v ) + i ^ ’ n(k • /i) -i —h(n • k) =0 t 

Am 


函数…（^，〜（(^已在习题】中确定.将上式乘以 I /, 我们得到垂直于平面 （ A :, 
n) 的偏振振动 v 和5/1之间的关系： 

a t (v - I/) = - k){h • v) • n)K ± (p • dn) , (2) 


d ) 为 r 简化写出的公式，在下 ( fil 的习题中，处处都把 n c 的下标0 省略. 
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式中 

K ± = K 2 s \ n 2 0 + K ^ cos 2 0 . 
另夕卜，将方程 （42. 6) 乘以1/后 写为： 


k 2 K 


-\o){v • 5/1 ) = 士 （1 + A ) ( n • k) (p • v 、 - -( v 9 8n). 

2 y 


(X) 


4 

k 


M 


由此，借助于式 （2) 消去 （ t ; • !/) 项，我们得到垂直于 Ac 和 rt 平面的偏振振动的色 
散关系： 

1 ( 1 + A ) 2 cos 2 0 

—+- A - 

r ^ a \ 

为了求得在 d / i ) 平面上的偏振振动的关系，我们取方程 （1) 在垂直于矢量 
灸（在 U ， n ) 平 面上〉 方向的分量，并将它乘以/ I ，则得到 

a 

(/!•!；)(«,+ a 2 sin : 0) = - 1 + A cos 20) K (k • 5/i), 


尺 ii = 


式中 

sin 2 6 + K 3 cos 2 6 . 

由方程 （42. 6) 进行同样的运算，我们得到 

:• k 2 

iw(k • 8n) = (1 + A cos 26) («•!；)+ — 

2 y 

从所得到的两个方程中消去 （/* • t ;) 项，求得色散关系： 


K Ak ^ 8n). 


\<jj 


「1 + d + Acos 2^) 


2 


^ ^ I y 4( a , + a 2 s \ r\ z 0 ) 


« 


所求出的这两个关系与按式 （42. 11) 的定性估计是相符 的①. 

习题4 试寻求静止向列相温度波动（振动）的色散关系. 

解：对 不可压缩向列相方程（ 4 0. 8) 进行像对普通流体一样的变换（参见第 
々卷， §50) ，并化为方程 


通 T ^ k 

Yt ^ XtkdidkT ^ Xik =# = 义| ，八 + 尤丄(心-打八). 


P 


对于振动 8 T oc exp ( i/r • r - iwf ) ， 我们得到色散关系： 

ia > = k 2 (x || cos 2 0 +x L sin 2 0 ). 

§43 胆甾相液晶力学 

胆甾相液晶（或简称胆甾相）与向列相的不同之处是在胆甾相的对称元素 
中不存在反演中 心. 而指向矢/ I 和的方向，如前所述，仍然是等价的（参见第 


①当 A 是实数时，实1 ‘必须是£的•即振动应该随着时间衰减（但是，不能0发的增 大）. 在习题 
2和3中获得的所有色散关系都具有这个 特性. 
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五卷， §140). 

由于没有对称中心，将导致形变自由能可以包含导数的线性项——伪标量 
/* • V X/I. 自由能的一般形式可以表示为 

K k K 

F d =— L ( V • / i ) 2 +— - V x/i + qf ) 2 +—^-(/i x ▽ x / i ) 2 ， (43. 1) 

4 i ^ 論 

式中 ？ 是参数，其倒数具有长度的量纲.这个区别引起了介质平衡（在没有外来 
作用时）状态性质的根本性变化，现在它在空间不再是均匀 （《 = const ) 的，而向 

列相是均匀的. 

胆甾相平衡状态对应的指向矢方向分布为 

V • « =0, « • V x « = - /I x V x n =0 (43. 2) 

(由自由能 （43. 1) 的最小值等于零时求得）.这些方程的解为 

n x = cos qz ^ n y = sin qz y n s =0. (43.3) 

这种结构（我们把它称为螺旋状结构）可以想象为原来在 W 平面上有一个确定 
方向 n = const 的向列相介质围绕 z 轴转动的 结果. 胆甾相的有向结构沿着空间 
的某一个方向 U 轴）是周期性的.矢量 n 沿2轴方向每经过长度间隔之后 
又回到以前的值.但是，因为《和-/ I 方向是等价的，所以结构真实的重复周期 
减小 f 一半，即等于 tt /9. 自然，用公式 （43.3) 对胆留相螺旋状结构的宏观描述， 
只有在结构的螺距与分子的尺寸相比较非常大时才有 意义. 而对于真实的胆甾 
相，这个条件是成立的 （ ttA / ~ 10 -5 cm ). 

由于在推导向列相的平衡方程和运动方程时没有利用它存在的反演中心， 
因此那个一般形式的方程对于胆甾相也是正确的.同时也存在许多 差别. 首先， 
F d 的表达式变了，必须按式 （36. 5) 的定义来计算其分子场 /*. 其次，在自由能中 
存在着导数的线性项，它将导致 模量心 的值在等温和绝热之间出现差异（比较 
§36的最后部分）.在§40, §41表示流体动力学方程的公式中，基本的热力学 
变量是密度和熵.因此，必须利用绝热的弹性模最（像函数 P 和^ —样）. 

最后，与向列相方程相比较，胆留相流体动力学方程组的根本变化是在方程 
的耗散部分出现了附加项——在应力张量，热流密度9和式 （40. 3) 右端的 
鼂 N 中出现了附加项 （ F . M . Leslie , 1968)： 

o-\ k = {cr[ k ) nem + n k e u m ) n m ^i T * 

Ni = + pe M n k d l T , (43. 4) 

q, = ( <7 / ) n.m 切 I e ii, n k h i + Ml +e /m* n /) n m V ik- 

式中带下标 “ nem " 的项表示向列相流体动力学中的表达式.在这些关系式中的 
附加项不是真实的，而是伪张量和伪矢 M ， 从而破坏了空间反演的对称性.就是 
因为这个原因，这些项在向列相流体动力学中不存在.注意，要想构造类似的项 
为真实的张量或矢量是不可能的，这是由于方程对于 n 变号的不变性要求的. 
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例如，<中形如 const • ( n t i) k T + n 4 d,T) 的项或者穿中形如 const • h 的项，它们 
随着〃 一 起改变符号，何是应力张 M 和热流密度对于这个变换而言必须是不变 
量.类似地，在 iV 中形如 c o n S 〖 • ▽ 7的项也是不可能的，因为相对于/ I 变号来说， 
它是不变量，但是 N (由导数 c \ n / 6 t 确定）会改变符号. 

在表达式 （ 43. 4 ) 中的系数，由昂萨格原理得到它们的相互联系的关系式. 
为了应用这个原理（比较§41 )，我们将 0^,7 ,， ％取作“热力学流” 由耗散函 
数 （40. 21)( 更确切地说，从由熵增确定的函数 2/?/ r ) 的形式可见，相应的“热力 
学力将为 -&/7\ d , T / r 2 和 -h/T. 同时应顾及到，对于时间反转（改变符 
号 ），4 是偶性的，而％是奇性的（这从它们在方程 （ 4 0. 3),( 4 0. 7 )和 
(40.8) 中所处的位置可以看出）.假如对于这个变换 ，量& 和\具有问样的奇 
偶性，则相应的与平衡有关的动理系数 y ui = y Au ; 假如^ « 和\的奇偶性不同，则 
y, lb = .现在将关系式 （43.4) 中“交叉的”系数进行比较0)，我们得到 等式： 

v x - vT ， /jl { -fiT. 

这样一来，最终可以将式 （43. 4) 重新写为 

<^',k =(〆*)» n i( n x V r)* +n A (n x V T),] f 

N=N Mm+ u(nxW T), (43.5) 

q = q ncm +vT(n xh) + 2fxTn x(vn). 

式中的记号（⑽）表示具有分量为 v ik n k 的矢量 • 

这样，在胆甾相力学中，出现了应力张量和矢量 W 依赖于温度梯度的关 
系象 这种关系的形式（矢量积/! xv r ) 就意味着温度梯度导致了作用在指向矢 
和流体质量 t 的扭曲力矩的出现.同时，分子场 （ 伴随指向矢相对于流体的旋 
转）和流体的速度梯度导致了热流的出现. 

对于胆甾相来说 ，一 个特殊的流体动力学现象，可以直观的描述为流体穿过 
保持静止的螺旋形结构的“渗透” （ W. Helfrich ， 1972) ， 这将在下面叙述. 

我们设想螺旋形结构的胆甾相介质固定在空间中（比如说，借助于一定的 
作用连接在限制介质的壁板上）.我们必须指出，在这些条件下，遍及空间在结 
构轴 U 轴）方向有可能存在流体均匀的匀速流动. 

因为式 （43. 3) 的结构符合介质的平衡状态，它使分子场变为零，即 A =0. 
“渗流”的存在使结构发生了某些畸变，并相应地（跟流动速度 t •一起）造成一个 
小的分子场.该分子场按指向矢运动方程 （40. 3) 确定.因为场 / i ( r ) (其速度趋 


① 在比较时一定要仔细的注怠 W 子中指标的次序！ 

② 注怠（见第 六卷， §49) .在运动方程的耗散项中 N ， 存在含存次要独立热力学 M (例如 ifi 力）的 
梯度项足禁止 m 的，这是山熵增定汴要求的.这类项的存在，将导致在耗散函数屮出现含有乘积 vp 『 
fJlft • ▽/ •的项 ，汴没冇包含平方项 （▽/>” 的悄形下，它们不可能保证《的 iH 定性. 
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于零）是静止的，故心=0,并且因为假定流体的流动是均匀的 （L = r = 
const ) ，所以“ = fl lk = 0. 最后，方程归结为等式： 

, … d/i h 

( v • V ) « -v — - 一 . 

(12 y 

由此，按公式 （43. 3 ) 的 / i ( 2 ) ，我们得到 

h = yvq x n , (43. 6) 

式中矢敁 W 绝对饥为 7) 沿 z 轴方 向. 在所研究的情形下，耗散函数的表达式 
(40. 21) 归结为 2 ft = / iV y , 将其中的 A 代以式 （43. 6)，得 

2 R = yv 2 q 2 . (43.7) 

由此给出流体在单位时间和单位休积内耗散的能量.在稳定运动情形下，该能量 
抵消 r 来自于维持沿2轴方向作用的扭力梯度 〆 = cip / dz 所作的外力功.在介质 
h 作用的体力密度恰好给出梯度- ▽/>, 该力在单位时间和中•位体枳内所做的功 
是- 〆 〃，使它等于2心我们得到“渗透” 速度： 

1； = -^. (43.8) 

yn ~ 

对于“穿过”螺旋形结构流动的流休质点来说，指向矢 w 带有角速度叫旋转.这 
个旋转伴随有由系数 y 表示的“摩擦”岀现，并由它确定流速. 

在真实的条件下，在整个流动的宽度 t 速度不可能是常数，在限制流动的管 
壁上速度必须变为零，作某个厚度5层上速度罚生降低.但是，对于上述运动唯 
一的氏度参数是 1 A /. 如果我们把胆甾相的所有黏性系数都取为具有相同的数 
量级，则不存在任何量纲为丨而数量级不为“丨”的参数.很明显，在这样的条件 
下，只可能是5〜 1 A /. 这样一来，在沿肴管流动时，它的半径比1/彳大得多，公式 
(43. 8)除了_近壁板很薄（螺旋形结构螺距量级的厚度）的薄层之外到处都是 
正确的. 

§44近晶相液晶的弹性性质 


按照通常的术语，近晶相液晶（或近晶相）属于具有各式各样层状结构的各 
向异性流体的范畴.至少，它们之中的一些物体，其微观分子密度函数仅仅与一 
个坐标 （ 比如说， 2) 有关，并且是该坐标的周期函数 ， P = P (0- 注意（参见第五 
卷，§ 128) ,密度函数山质点在物体中不同位置的概率分布 确定. 在现在的情形 
下，可以说分子的各种位置是作为整体即 pdV 来说的，它是处于体元 dV 内的单 
个分子惯性中心的 概率. 具有密度函数 pU ) 的物体 ，可以 想象为是由彼此处于 
等距离的相互自由移动的平面层组成的.在每一层中分子惯性中心的分布都是 
无序的，在这个意义上，其中的每一层都是“二维流体”，但是，流体层可能是各 
向同性的，也吋能是各向异性的.这个不同吋能与 M 中分子取向有序的性质有 
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关.在最简单的情形，取向分布的各向异性总共只给出一个/ I 的方向 （ 比如说， 
分子的“长轴”方向）.如果这个方卩，】 垂直于 层平面，当层是各向同性时，则 2 轴 
是物体的对称轴，这样的结构就是所谓的近晶相 A R 而如果/ I 的方向倾向于町 
平面，则在这个平面上出现了从优方向，同时轴对称也消失了.这样的结构就是 
所谓的近晶相 

下面，我们只讨论比较简单的近品相 A (并把它简称为近晶相）.在所有已知 
的近晶相 A 中，除了关于 2 轴对称外，在 z 轴的两个方向也是等价的.如果近晶相 
还具有反演中心，则它的宏观对称性（即点的对称群）就像在向列相那里一样.而 
在微观对称性上，它们是完全不同的，因此其力学性质自然也是完全不同的. 

至此，对于所论述的内容应作如下很重要的说明.沿着物体体积存在具有非 
恒定密度函数的结构，设想由于热涨落◎在物体小区域内引起的位移是足够小 
的.但是，对于具有 p = pU ) 的结构，在物体尺寸增大时这些涨落的位移将无限 
的增长（参见第五卷，§ 137). 换句话说，这就意味着在自身尺寸无限的介质内 
不可能存在一维的周期结构.但是，实际上，由于物体尺寸增大时涨落增长的缓 
慢性（按对数），这一说法的意义只是个极端的假定.估计（利用已知近晶相的典 
型材料常数值）显示，实际上可能导致一维周期结构破坏的只是不能实现的极 
大尺寸.因此，在任何实际提出的问题中， pU ) 的结构是能实现的. 

同时，我们着重指出，由破坏 pU ) 结构的涨落（亦即变为 P = const ), 绝不能使 
介质变成普通的流体.其根本上的区别在于在空间不同点上密度涨落的相关函数 
的 性质： 〈知 (O 如 ( r 2 )〉. 在普通流体中，这个函数是各向同性的，并且，当/ •= 丨 r 2 
- r , |— oo 时，按照指数规律减小（参见第五卷， §116). 而在具有的体系 
中，相关函数仍然（当物体的尺寸增加时）是各向异性的，并且，当 r — oc 时，只是缓 
慢的按照幂函数规律减小，而且比温度下降的还慢（见第五卷，§ 138). 

现在我们着手构建近品相介质力学，这需要从寻求它的形变自由能密度表 
达式开始.鉴于在 . xy 平面上介质微观上是均匀的，因为位移导致物质密度变化， 
所以在该平面上各点的位移只与能 M 的变化有关.因此，我们把密度 P 和介质质 
点沿 z 轴的位移 = u 选作基本流体动力学变量（除了假定温度沿介质不变化 
之外）.形变能取决于密度的变化 P - P „( P 。 是介质未形变时的密度）和位移 u 对 
坐标的 导数. 此时，一阶导数 du / dx ， du / dy ，一 般不可能包含在自由能的二次项 
中： 如果物体作为一个整体环绕 X 轴或; K 轴转动，则这些导数将发生变化，但是 


① 实验研究证实，所有近晶相液晶都是具有明确的界层间隔的层状结构，故又称为层状液晶 • 根据 
资料介绍.现在至少有9种不同层状结构的近晶相液晶，并以其发现的年代分别命 名为： 近晶相 A , 近晶相 
B, …… ，近晶相丨等.本节只研究相对比较 简申的 近晶相 A. —译者注 

② 涨落足物质系统处于热力学平衡状态时，某种物理量在其平均值附近作无规则的微小变动的现 
象，如热涨落，密度涨落等. ——译者注 
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能量必须保持不变①. 

像普通弹性理论一样，总是假设所有的量在空间的变化都足够的缓慢，因而 
形变能在按空间导数的幂级数展开时可由第一个非零项来确定.但是，除此之 
外，我们还要假设更强的 条件： 假设位移本身是如此的小，以致各层几乎处处 
保持平行于同一个町平面汍 

在这些假设下，并考虑到介质的对称性，我们得到近晶相的形变自 由能： 

F d ^ F - F 0 ( T ) <( p - p 。) 2 + c( P - P 。) 尝 + 警(尝) +y(V» 2 , 

V 2 x + (44.1) 

形如（如 / ddVtu 的项是禁用的③，这是因为这里我们假设了在 z 轴的两个方向 
是等价的，亦即对于变换 a —► - u , 2 —*« - 2 , x , y -* x % y (关于 xy 平面的镜射）或 
- u ,2-^-2, j — (环绕水平二次轴即 戈轴的 旋转）是对称的.同样的 

原因，也没有形如 （ p - pjViu 的项.由于在匕中不存在关于欠和: K 的一阶导 
数，必须考虑用二阶导数（在固体弹性理论中没有）作为展开式的初始项.未形 
变状态的稳定性条件，即能最式 （44. 1) 为正的条件，记为 

A >0, B >0 f AB > C 2 . (44.2) 

在式 （44. 1) 中的系数符号&与式 （36. 1 ) 中的符号是一样的，这样的选择 
不是偶然的.实际上，近晶相层结构的形变可以用指向矢《(0的分布来描述，而 
指向矢被认为是垂直于由方程 u ( r ) = const 给出的形 变层. 在层的畸变很小时 



(44. 3) 


并且这时 （ V \ u ) 2 =(▽ • «) 2 ,即刚好是式 （36. 1) 的相应项中出现的那个值•而 


式 （44. 1) 中的系数和 C 是专门用来描述近晶相的结晶性质的系数，它们与向 
列相的不同④， 


( D 在 1*1 体的弹性能屮，这些导数将进人 A 有、和 s 的导数、和 u w 的组合中.这些组合在所说的 
转动情形下是不变的. 

② 在这个息义上，这电的近晶相力学的应用范阐要比前而研究的向列相力学史为狹窄，在向列相， 
指向矢场 / i ( r ) 与未形变的均勻分布状态无论多大区別都是容许的. 

③ 这样的项巳在第 K 卷， §137出 现过. 

④ 我们荇 t 指出， ft 近晶相（近晶相 A ) 中，指向矢《(被认为是层中分子从优选取的方向）不是独 
立的流体动力学变 M . 在向列相流体动力学中，变璜/|的特征是在粮个物体中 n ( r ) 场的均匀旋转不引起 
能 S 的变化.因此， n 沿右物 体的缓慢变化只涉及很小的敁后仅取决于《的导数的能 M 变化，并且可以按 
导数展开.但是，在近品相屮，任何一个这样的旋转都相当于改变层状结构的取向，并与很大的能 锗变化 
有关.注意，在近晶相 C 中.指向矢与法线倾斜 茉个确 定的角 ，/ f 环绕法线（保持倾角的大小）的均匀旋转 
不洱与能 M 的变化相 联系. 所以，在这里又出现一个新的流体动力学变&—— n 在层平面上的分量 • 


我们注意到，在式 （ 4 4. 3) 的近似中， ▽ x / i *( V x / i ), =0. 因此，形如 
« * V x / I 的项不出现在近晶相的自由能中（因而也不出现在§43的胆甾相结构 
的畸变中），这与在它们的对称元素中间是否存在反演中心无关. 

近晶相的平衡方程由总自由能（用参数 P 和 u 表示）在表示物体总质量保 

持不变的附加条件 \ P iW = coma 下取最小值得到.将差 


(/ 


- \jpdV 


(其中常数 A 是拉格朗口乘子）按 p 取最小值，得到等式 

A , v ^ du 

— (p -po) — = 

Po 加 

该式与层形变的密度变化有关.假设 P 。 是如/以=0吋的密度，我们有 A 
于是 


C Po 


P -Po = ， m =^4 


(44.4) 


量纲为 1 的系数与在 z 轴方向从近晶相切取的“杆”的泊松比 (7 有关•实 


社 


P "Po 卜 ^ 


£ = 一 (以找 + 


( 见式 （1.6)) ，式中= rla / h ， 而 ii w 是在 w 平面上的应变张量之分量•设 
= t ， 则有 


将其与式 （5. 4) 的定义相比较，得 


(44.5) 


对于流体，当 m = 0时，系数 tr 具有特征值 or = 1/2- 

借助于式 （44. 4) 从 （44. 1) 中消去密度变量，即得到只用 u 表示的自 由能: 


PoB ’{ 


) ： 4(V*u 


) 2 , 


(44.6) 


式中 


(44.7) 


现在求出总&由能对〃的变分，然后进行分部积分 


jF d dV = - jF z dudV, 


(44.8) 


式中 
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F\=p 0 B 令 -K 、 V\ V 2 , a. 

dz 

显然，是在由于形变引起的密度变化已经“修正”的条件下，沿着 z 轴方向作 
用在形变的近晶相每单位体积上的力. 

在平 衡时厂 =0,因而位移“满足线性微分 方程： 

p^B'^-4-K^ V\ V\u =0. (44. 10) 

dz ‘ 

如果在物体上还作用外部附加的体力，则必须把它加在方程的左边（比较式 


( 2 . 8 )). 

关系式 （&/ r Pt ) ) l /2 具有长度量纲，粗略估计它的数量级是： UV & Po ) l/2 ~ a ， 
其中《是一维结构的周期，即层间距离.如果在叮平面内在距离>>«时， 
近晶相经受变化相当大的 形变. 由式 （44. 10) 可见，在 z 轴方向，只有在距离 

〜6/«>>~时，形变才经受相当大的变化. 

作为例子，我们寻求方程（ 44 . 10) 的格林函数，亦即寻求由附加于 r =0 点并 
在 2 轴方向作用的单位集中力在变点 r 处引起的位移 w = G iS ( r ) = G { r ){ 比较 
§8的习题）.该函数满足方程 

V \ V 2 X G +6( r ) =0. (44. 11 ) 

dz " 

对该方程实行傅里叶变换（亦即把它乘以 〆 •* 〃并对积分），我们得到关于 

函数 G ( r ) 的傅里叶分量表达式 

G k ^[p Q B f k ： ^K { k\]^\ 


式中& 


k 2 x +砵逆向傅里叶变换给出积分形式的未知 函数: 

r, 、 - f d ' k 

( )^ > PoB f k] ^ K,k\ ( 2 tt ) 3 . 


(44. 12) 


当 k _ o 时，这个积分是对数发 散的. 为了给它以确切的意义，必须消除物体的整 
体位移，为此我们假定在物体 t 某任意选取的^ = r 0 点 固定. 这样，在被积表达 


式的分子中应写为并且避开了发散性 • 

我们再一次返冋到关于热涨落对近晶相性质的影响问题，并且这一次是在 
弹性性质方面.可以把问题按下面更为明确的方式提出：在涨落的影响下，由于 
对物体附加集中力而产生的形变是如何变化的？亦即格林函数 G ( r ) 是如何变 
化的？我们发现，这个变化归结为将表达式（从. 12) 中的 W 和屹代以下面的关 
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式中《是结构周期的数璜级 L) . 这样的变化本身也可以直观的解杼为在形变的 
波矢量特征值减小时（即它的特征长度 （ 〜1/幻增加时）弹性模量 仏和、 的有效 
值的变化.我们发现，当 H 时，有效值减小，是原来值的1>( I / O 广 5 倍， 
而当 幻 — 0 时汰 Mf 增加 ，足原 来值的 [ ln ( 1 /rzh )] 25 倍.但是，事实上，这样的作 

用只有在非现实的极大尺寸的情形下才能成为主要的. 

在这一货的 最后我 们指出 ，可 以对包含在近品相弹性能表达式 （ 44 • 6 ) 中的 
一些更高阶的项进行某些综合，但是，此时没有引入另外的系数 • 

对此，我们注意，在式 6) 中，由写出的第一项在能 M 中的贡献，实际上 
与间距离《的变化 有关. 当位移 A = «时，导数 du / h 与该距离的相对变化相 

同，因此，这一项可以写为 jp〆 （如/«) 2 .但是，层问距离可以变化，这是由于位 

移 U 不仅依赖于坐标2,而民依赖于坐标 X 和: K . 这并不难理解，我们设想所有各 
层同时转动，比如说•环绕 y 轴旋转了 0角，这样一来，沿着 z 轴结构周期的大小 
仍然等于 《• 而此时展间距离（按层的法线方向度量）等于 flCOS 在小的 0 角 

时，层间距离的变化为 

,,,,、 ⑽ 2 

8 o ^ a ( cos ft - 1 ) — — 2 ^- 

凶为，与此间时，在所考虑的转动情形下，位移为 u=consl + ^ lan ^^ consl +x6 ^ 


故有 

8 a 

a 





注这种形式下 ， i /与 . r 为任何依从关系时该表达式都是正确的•如果 11 同时依从 

于 y , 则必须用（ V ，） 2 来代替 （ au /鉍） 2 . 

这样一来，考虑上述效应时自由能（ 44 . 6 )必须写为 



+ ^ L ( V 2 l u ) 2 . 


(44. 13) 


在本节的习题中将利用这个表达式 • 


习 题 

习题有一近晶相层厚度为/?，具有平行于层结构平面的平面边界，承受沿 
着垂直它的2轴方向的均匀 拉伸. 试求拉伸的临界值，超过该值后，近晶相的层 


,I 见 G.Gri_in，R • A . PHrovits, Physical Review Inters, 1981 ,47 ： 856 ； Physical Review A,1982, 
26 ： 915. 

E. H. Kau. 实验物理和评论物坪杂志（水 3T 中） . 1982 ,83 ： 1376. 在研究时•在 1’1 由能的展汗式中必须 
M 时考 ISU 的三次项和四次项 • 



§45 近晶相液晶的位错 •201. 

结构对于橫向扰动是不稳定的 （ W . Hdfrich ，1971 )®. 

解：均匀拉伸意味着形变 u 其中常数 y >0.为了研究穗定性，我们假定 

“ = yz + 5“ （ 尤， 2 ) ,其中5“ 是满足边界条件（设 . ry 平面取在层的中间，当2 = 

± h/2 时， =()•) 的小 扰动. 精确到二次项的扰动总弹性能（相对于沿： k 轴单位 
长度的〉： 

f SF ^ dxdz = -^(誉 ) + M 穿) h dz ⑴ 

(带有 yridu/ 如的项 ，在对 th 积分时由于边界条件而消失了） 

我们假定扰动形式为 

Su = const • cos k.z ■ cos h x x , k. = nn/h , n = 1 ,2 , ••• 

(层结构的横向调幅〉.结构的稳定性条件是能量（丨）为正.将全部被积分因子 
sin 2 和 cos 2 用其1/2的中间值代替，我们得到这个条件，为 

B > 0 ( k\ -yk]) + 人 » 0 . 

稳定性（随着 y 增加）的界限，由出现在该不等式左边的三项式的实根 < 确定 
(在整个町平面上，复数 A ‘ t 值不满足扰动的有限性条件）.第一个这样根的出 
现，发生在 n = 1的扰动，我们对它求出临界拉伸的 y 值和对应的 t =、.值②： 

y -221/M ,/2 ^ 

y . _ “ p ，） ， ) • 

§45 近晶相液晶的位错 

近品相位错的概念，也冇通常晶体位错那样的意义.区別只是由于微观结构 
具有一维（沿 2 轴）周期性，使近晶相位错的伯格斯矢®总是沿着 2 轴方向，而且 
大小等于结构周期《的整数倍. 

考虑到上面这个意思，在适当确定弹性模量张量的条件下，在§27得 
到的环绕位错的形变公式 （27. 10> 对于近晶相仍然是正确的.对此，我们在近晶 
相中按照通常的规定，即下面的公式引入应力张量 

= ^ kO - lk , (45.1) 

式屮是“应力”之体积力 （44. 9)®. 我们同时引入对应于 u t = u 的应变张量， 
其不为零的分量为 

① 该非稳定性分析，见 §2 i 的 fitrm 缩的非稳定性分析. 

② / t , 只足确定平 ifii 内扰动"波矢欤"的绝对 ffl . fHE •.发生的形变不是完令对称的.烺1^•的确 

定嬰求超出平衡力•程符合线性 （按如〉 近似的限制（这里 的悄况 ，类似于在流体平面平行层的非稳定件对 
流中所发生的那样，参见第六卷, §57). 详见 Delrieu J M . Journal of Chemical Physics , 1974 ,5(60) ： 1081. 

③ 参见第 7 页脚注①，这里指的足由单位体积内的应力形成 的力. ——译者注 
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du 

dz 




(45,2) 


由式 （44. 9) 表示的力可以表示为式 （45. 1 ) 的形式，假如用公式〜=通 

过应变张量表示应力张量，则具有®: 

= p „ B \ A „ a = A Jyxv = - K ' ， \ txty = X lxzx = A JW = 0, (45. 3) 

对于位移 ' 公式 （27. 10> 具有如下形式： 




d 

如 k 


C(r -r ，） d /，， 


(45.4) 


式中 C = 即函数 （ 44 . 12). 

现在我们来研究两种特殊情形的位错——直线螺塑位错和直线刃型位错. 
在第一种情形，位错轴与伯格 斯矢敏 （即2轴）的方向相同.这种情形一般不需要 
rr: 何新的计算.我们预先已清楚形变“仅与坐标 ty 有关，但是，在外内，介质 
适各向同 性的. 因此，可以直接利用§27习题2的结果，即刻得到 

u 二字， (45.5) 


式中 ( P 是在 W 平面上径矢的 极角. 

我们现在转向比较复杂的刃型位错情形 （ P . G . de Gennes ，1972). 在这种情 
形，位错轴垂直于伯格斯矢量，假设它与轴重合.于是，町以取 W 的右半平面 
作为积分式 （45. 4) 中的曲面 S 0 ，而与叮平面垂直的矢量《将沿负 2 轴方向.张 
量的所有非零分量只有，于是公式 （45.4) 变为 

u ( r ) = bB ' p 0 f dG(，， d ~ — dx f dy f . 


由式 （44. 12) 将闲数 G 代人上式，对 2 求导给出因子 i 、， 并按 dy 积分得到 
2 T ： S ( k y ) ，然后，由对 d 、 的积分消除5 -函数.在积分 

J 0 

中，为了保证收敛性，必须把、当作^ " i 0 来 处理. 这样一来，对 d /， d >"， dfc y 的 


枳分完成以后，我们得到 



exp ( 

k x - i (T 


Kk t ,z) 


dk x 

2 ^' 


式中 

^ r ® k s e \ p (\ k t z ) dk z 2 

/( u A W 


( j , A lA / wi 的其余分睹 可山匕 =0 来选取，这些分 M 没舍出现式 （45. 4 ) 中. 在这些分&中，有一些 
珐算符. 



§46 近晶相液晶的运动方程 
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最后这个积分，将借助于在复变量 < 的上半平面（当 z >0 时）或下半平面 
(当2 <0时）上用无限远的半圆闭合回路积分来计算，并在极点 k t = i \ k ] 或、= 
- iA ^ 求 留数： 

豢 

/ = ±+ exp ( -\ k ]\ z \) f 

式中上面或下面的符号分別对应于 2 > 0 和2 < 0. 这样一来，位移 

, 、 b r , dk t 

以= ± —J exp { - A ^； \ z \ + ik x x}- k - _ iQ > (45. 6) 

但是，更感兴趣的不是位移本身，而是它对坐标的导数.对: t 的导数是 

尝 = 土 - U *' 2l+ ^ x}dK = ± 4(,Al\l)^ XP l - 47T7 t}* 

(45.7) 

按照式（45.6)，对 z 的导数与对 x 的导数之间的关系为公式 

竽 =± A 乌 

dz dx 

由此 

尝 = "ifiTif (45,8) 

当 U | «时，形变急速（按指数规律）趋向于零，而当 M — 00时要缓慢（按乘 
方规律）得多. 

§46近晶相液晶的运动方程 

近晶相力学与向列相力学的共同之处是在这两种情形下所谈的问题都是关 
于带有附加（比较普通流体力学）变暈的流体动力学问题.在向列相情形，这个 
变量是指向矢《，而在近晶相情形，变量是层位移 Martin ,0. Parodi , P . S . 
Pershan , 1972) .对于后者需要说明一下.在流体动力学中，速度被定义为单位质 
量物质的动量.在现在的情形下，速度分量 h 与导数 du / dt 是绝不应该一样的. 
在近晶相中，质最的迁移（在2轴方向）不仅仅能够依靠层的形变实现，而且还可 
以借助于物质的“渗透”（物质穿过保持静止的一维结构）来实现（类似于在§43 
讨胆留相所描述的那样效果）.这种现象不是液晶特有的，类似的现象也可能出 
现在与缺陷的扩散有关的固体晶体中（参见 §22). 但是，在近晶相，上述现象原 
则上不能由于大量的“模糊”周期结构（比如含有大量的缺陷一空位）和扩大 
分子迁移率而消除. 

在绝热运动时，每一个流体单元都迁移着自己固定的熵4相对于单位质量 
的），如果在任意的初始瞬时，熵 s 在整个介质体积内是恒定的，则在将来它仍然 
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是恒定的.因为 s 恒定的条件对于单位质量的熵是正确的，这便于从 
-幵始就将它引入单位质 M 介质的内能，我们通过 s 表示内能.对于形变的近品 
相，该内能用类似于式 （44. 1) 的公式 表示： 


- € - S {) ( s ) 


A , 、， C t N du 

^(p- Po )- + -(p- Po )- 




(46. 1) 

式中是朱形变介质的密度，这里的系数 / MC 与式 （44. 1) 里的不同，现在它 
们表示的是绝热弹性模量（假设被表示为$的函数），而不是像在式（ 44 . D 中那 
样的等温弹性模至于说到系数 V ,它的等温值和绝热值是相同的，其理由与 
向列相的一样（见§36的最后）®. 

物质单位质量占有的体积是 1/ p . 因此能遒微分的热力学关系为 


= Tds — pdV — Tds + 

〆 

因而，介质的压力可以由对表达式 （ 4 6. 1) 微分 求得： 

^^(p-po) ( 46 . 2 ) 

继续构建近晶相的运动方程，很接近于在 §40 推导向列相运动方程时所运用的 
一系列运算.为了突出这种类似性，我们将重新（就像在§40中那样）利用相对 
于单位体积的能量£ =以和熵 S 〒. 

连续性方程具有通常的形式②： 

^ + V • ( pi ?) =0. (46. 3 ) 

dt r 

关于速度的动力学方程应为如下形式： 

P -^ = (46.4) 

( 比较式 （40. 7)). 应力张量的形式将在下面建立. 

还有一个方程与附加变 t 的存在有关，并且方程本身就表示 了”： 与 
的 区别： 

—- v , = l \. (46. 5 ) 

dt * 


① 严格地说，在式 ( 46 . 1 ) 中，应当用 Hu / a ： - 5 n (.0 来代荇 du / d : .其中5。< 是在没有外力而熵为 s 
时仙/批的値.考虑在给定 A 的运动时，我们"丨以把这个状态就选作未形变的状态.并假定5。 （ 3 ) = o . M 
是，我 f 门强调指出，以后就不 1, 了以这样，例如.为 广⑴公式了“如/加）^ 确定温度. 将表达 A (4 6 . 丨） 对进 

行微分！ 

② 虽然我们 最后关 心的只 M 线性运 动力程 ，但记我们不在每一个推导阶段进行线性化处理，闪为 
这样会使公式的表示更为 复杂. 
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其中量/ V 是“渗透”速度，即流体相对于一维晶格的速度，它具有动力学性质，其 
表达式将在下面建立. 

最后，用来计算介质耗散过程的熵方程具有式 (40. 8) 的 形式: 


7 ▽•卜 +7 


2 K 


(46.6) 


像在 §40 中一样，我们计算在 能歐守 恒定律的方程 （40. 11 ) 中出现的单位体积 
介质之总能以对时间的导数.形式 I :的 K 别仅仅出现在式 （40. 12) 屮的最后一 
项上，现在是⑴ 


i)E 


d 


Hjd 、 (▽冲 4 


~ + v • I 

dt 


(46.7) 


(像在 §40 中一样，总散度项没有写出来），式中引入的符号： 

“ i(i^] p . s -V iU =p ’¥ +c •:) v> * (46,8) 

如果把/»苻作为矢站/» =«/»(« 是沿::轴的单•位矢量）在-，方向的分镦，则极易确 
信，该矢量可以表示为散度形式： 

h, 厂， （ 46 . 9 ) 

式中的对称张 M 1 具有如下的分量： 

cr\[ ] =〆:’=《, V 2 ^, (t'J 1 =p n B ^ + C(p -p„), 


dx 


K t V 2 , 


(46. 10) 


由力•程 （46. 5) 将 $ 代入式 （46. 7) ，并从总散度项中分出一项，然后我们電 

cit 


新写出: 






/，/V - V l H k ( T { i ^ + ▽ • 丨… 1 


^hN + v lk ( T ^ + ▽ • I - I . 


该表达式勺式 （40. n ) 的区别只是符号 A , w 的意义 不同取 继续往下作，就像在 
§40屮已经阐述的那样，我们即可得到从前的关于耗散函数的表达式 （40.21 ) : 


2 R = (r\ k v ik + A 7 ? 一 | • ▽ F ， 


(46. 11 ) 


式中是下面的应力张 W 的黏性部分: 


① 作这甩和以下，我们忽略弹性換 W 沿介质的变化 • 

② m 样没符项•似足•，作:观在的怙形下，这样的项沾3阶小畎，作跟二阶小姑相比较时 n r 
以忽略. 
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or ik = - pd lk + ( T ^ ] + (46. 12) 

带有该应力张坫的动力学方程（46.4)，线性化（省略 （ t ; • 项）以后将具有 
如下 形式： 

Po T7 = ~ d ,P + + It » (46.13) 

at 

式中矢量 /*=«/» 由表达式 （46. 8) 确定. 

黏性应力张量热流0和渗透速度 〜（ “ 热力学流”）通常是用“热力学 
力”，即-心/7\7’ 力,7\ -/" r 表示的线性表达式，并且这些表达式系数彼此之 
间的关系可由昂萨格原理得出.我们不再去重复相应的论证 （ 比较§41，§43)， 
而只写出结果.在这种情形下，我们假设（因为这通常是成立的）近晶相具有反 
演中心（到目前为止我们还没有假设过）.于是，黏性应力张量由对于向列相的 
同一个公式 （41.4) 给出，并且应把 /I 理解为 2 轴方向.热流量和渗透速度由下面 

的表达式给出： 

<1, = '~ k ' ii ^7 + ^ 1 * ± T , /V = A p /i (46.14) 

并且，由耗散函数的正定性条件要求必须满足不等式： 

k u 而 ， A ^ >0，/ I 2 < T\ ft K n. (46.15) 

渗透现象使在近晶相中有可能存在类似于在§43最后对于胆留相描述的 
效应.假如把近晶相的周期结构用某种方式固定在空间上，有可能沿 2 轴存在均 
匀的 稳流. 从式 （46. 13) 得到，对于这样的流动 dp/dz = /»，而由式 （46. 5) 及式 

(46. 14) 的/ V 得到 

v: = _ 入 / = - X p (46. 16) 

对上面关于近晶相动理系数的讨论，必须作一重要的说明.特别是，在§ 45 
已经提到的，在近晶相上，涨落的发散性在动理学现象方面有强烈表现，并可以 
显著的改变它的性质取 

§47近晶相液晶中的声 

在普通流体中，以及在向列相液晶中，它们只有一个弱阻尼声振动分支- 

纵向声波.在晶态固体和非晶态固体中，有三个线性色散关系的声（声学）振动 
分支 （ §22, §23) .— 维晶体，即这里的近晶相占据中间位置，有两个声学分支 
( P . G . de Gennes , 1969 ). 在这里，我们对于这些波的阻尼系数不感兴趣，只关注 
确定波的传播速度，故在运动方程中忽略所有的耗散项•完全的线性运动方程组 


①见 E.M.Ka U .B.B- ； le6 叫 e B . 实验物理和理论物理杂志 OK3TO) ,1983,85:2019. 
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由连续性方程和动力学方程 组成： 
连续性方程 


+ p V • v =0 


(47. 1) 


(在这里和下面，我们省略 P 。 的下标“0”， 〆 和 〆 是密度和压力的可变部分），方 
程 （46. 5) 在没有渗透时归结为 


(47.2) 


动力学方程 （46. 13) 现在为 


p _ = -▽ 〆 碱 


(47.3) 


而根据式 （46.2) 有 


〆 = /4 p f + pC 


(47.4) 


对于 / i , 应在表达式 （46. 8) 中忽略含有高阶导数的心 ViViu 项，因为它是比 
波矢 S (模）更高阶的小量，对于声波来说它应被视为小量 • 于是 


h = pB 




(47.5) 


在真实的近晶相中，通常 B 和 C 的值比4小.我们推测在这些条件下近晶 
相两个声学分支的性质将变得更加明显. 

如果在运动方程中忽略所有包含系数和 （:这 两个小 M 的项，则它们将化 
为具有状态方程 〆 =4 〆 的普通流体的运动方程，亦即具有可压缩性 
=/4.相应于这种情形的振动是通常的声波一使介质压缩和拉伸的纵波.它的 
传播速度为 

c _=，， (47.6) 

而且在所考虑的近似情形下与方向无关. 

在第二个声学分支中波的传播速度 c 2 与 c , 相比较时，我们把它视为 小量： 
< o/k = r 2 « r ,. 因此，对于该运动来说，可以认为介质是不可压缩 的（ 比较188页 
脚注）.此时，连续性方程归结为不吋压缩性 条件： =0. 在式 （47.5) 中省略 
了第二项，因而方程 （47. 3) 具有如下 形式： 

p — = - V + npB ^ 4 . (47.7) 

dt dz' 

将该方程的 z 方向分量对 2 求微分，并将1=如/扣代人，即得到 

d 2 S d 2 〆 0 d 2 S 

dr dz •睪 dz 2 

式中 S = 对方程 （47. 7) 作用散度算子 ▽ • ，由于不可压缩性条件，我们 
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得到 


▽V 二 pB 


fi : S 

AT 


最后，从上面这两个方程消去 〆 ，即得到一个关于 5 的方程 •• 

-^ V 2 6 = «{ + Av 2 4 (47.8) 

dz ar J 

位移 《 与坐标之间的关系，意味符邻近层之间的距离《改变： = 

( fiu / fiz ) a ^.8 = ^ u / dz 本身给出距离《的相对变化.这样一来，方程（ 4< 7. 8) 描述 
的是横波（々 • v =0) 的传播，在横波的传播中， )3 间距离在不变的密度下经受振 
动.对于平 面波， 5 oc exp ( ik • r - iw ) ， 由式 （47. 8 ) 我们冇 

cj 2 k 2 = Bk 2 i k ], 


由此得到速度 


- B ' 2 sin dcoa 0 , 


(47.9) 


式中 0 是灸和 2 轴之间的夹角 • 速度 Q 是各向异性的，并且，无论是沿：轴（沒= 
0) 传播，还是在叮平面 （0 = tt /2) 上传播，该速度都变 为零. 当角度趋近于这两 
个值时，耗散效应所起的作用增加了（见本节习题 2 和 3 ). 


习 



习题 1 试求近晶相在模量4 ， C 之间为任意关系时声波的传播速度. 

解： 将方程 （47. 3) 对 f 微分，并利用式 （47. 1 ) ， （47. 2) 消去导教 apV ⑴和 

du / d«， 即得到方程 

# 2 

= A V ( V • v ) - C + n \ - C ^-( V • v ) -f —r - 

f l dz 8z 

对于平面波 ， v ocexp ( i *： • r - iwO , 上面的方程归结为下面的关系式： 

-o> : I ； = - Ak、k • v ) 十 Ckk : v : + n [Ck z (k • v ) - Rk ： vJ . ( 1 ) 

设波矢量 & 位于灯平面上.这样，由式 （ 1 ) 得出位于同一个平面上的速度》 ，而戈 

方向和2方向的分量由下面两个方程组给出： 

t ， [r 2 - (4 + B -2 C ) cos : 0] + v x ( C - A ) sin 汐 cos 0=0， 

v .{ C - A ) sin Ocob 沒 + [ c • - 4 sirT 0] = 0 ， 

式中 c = a )/ k 是波速，而 0 是 ik 和::轴之间的失角 • 使该方程组的系数行列式等 

于零，我们得到色散方程 

c 4 - c 2 [^ + ( -2 C ) cos ： 6/] + (AH - C 2 )sin : (9cos ： 6^ =0. 

该方程（按 C 2 ) 的较大和较小的平方根分别确定速度 A 和特别是 

fA l/2 (0 = ir /2 ) t 

C， ^[(A +B-2C) m (0=0). 
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而在这两个方向上的速度 q 为零. 

习题 2 试确定考虑耗散时在层平面上传播的第二声学分支的色散规律 
(v = tt /2 ). 

解 ：在该 习题的条件下，速度《沿着轴方向，所有的量都依赖于 x . 将方程 

(46. 13) 在 2 方向取投影，我们得到 

一 \(opv = - K { k A u + ika[ x . ( 2 ) 

借助于式 （41. 7) 求出 

, _^3 

2 V ' 

不难验证，由于参数 K ^ p / rj ] 是小量 （ 比较式 （42.7)) ,故式 （2) 左边可以忽略，而 

在小的时，渗透作用是不重要的，因此 t ， = - Ux)U. 最后得到色散规律： 

2 K . , 
la ) =- k ’ • 

Vi 

习题 3 试确定考虑耗散时在垂直层平面的方向上传播的第二声学分支的 


色散规律 （0=0). 

解：在这种条件下，不可压缩条件导致 v =0,近晶相的运动只能借助于渗透 


来实现 • 由式 （46.5) 和 （ 4 6. I 4 )，这时有 






或 

ia) = X^pBk 2 . 

我们在式 （46. 14) 中忽略了带有温度梯度的项 • 如果温度弛豫比位移快的话，即 
如果 K 这是可能的.但是，必须注意，在这种情形下， B 是等溫的弹性 

模量. 
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麦克斯韦弛豫时间 （ MaKCBe/uiOBCKafl BpeMH pe ; iaKcauMH ) 161 
模 m MOAy/ib 

等温模量 （ M30TepMHHeCKHft MOAy^lb) 17 
绝热模量（ aAHa 6 aTHHecKHH MOfly / ib ) 17 
剪切模量 （ MOAy/ib cflBHra) 12 

拉伸模墩（杨氏模量） Moay/ib pacTH > KeHMH ( MOAy/ib K>Hra) 14 
弹性模量 MOfly/ib ynpyrocTH 38 

向列相弹性模 M (或弗兰克模量 ）（ Mo ^ y/ib ynpyrocTH HeMaTHKa ( h/ih MOfly ; n > 
少 paHKa)) 164 

各向均勾压缩模量（即体积模量 ）（ Moay/ib BcecTopoHHero oKaTM«) 12 


能流密度 （ n/ioTUOCTb noTOKa aneprHM) 108 

内能 （ BHyTpeHHaa 3Heprnfl) 9 

内摩擦 （ BHyTpeHHwe rpeHne) 1$ 翼 

扭曲 （ KpyneHHe) 164 

扭曲力矩 （ 3aKpyHHBaiOmHM MOMeHT) 194 

扭转 （ KpyMeHwe) 70 

扭转角 （ yro/i KpyMeHMfl ) 70 

扭转能 （aHeprHfl KpyneHHH) 73 

扭转函数 （ c^yHKUMH KpyneHMH) 71 

黏性波 （ BH3Klie BO/IHbl) 187 
黏性 （ BH3KOCTb) 

黏度张 M ( TeH30p BH3KOCTH ) 153 

黏性应力张 R ( BH3KHH TeH30pHanpH>KeHMH ) 154 

黏性系数 （ K03(|)4)liUMeHT BH3KOCTH ) 153 

0 

昂萨格 （ Onsager) 动理系数 （ KHHeTMHecKM 兵 K03(J)4)HUMeHT OHcarepa) 

P 

平衡方程 （ypaBHeHHHe pBHOBeCCHH ) 7 

泊松系数（泊松比 ）（ K03(J)4)MUMHTbi FlyaccoH) 14 

攀移 （ nepenon3aHHe) IM 
偏振波 （ no/i>ipH30BaHHafl Bo;ma) 111 
偏振方向 （ HanpaB/ieHHe no^HpH3au.HM) 111 

Q 

壳 （ o6o；IOHKa ) 64 

畸变张量 （ TeH30p flHCTOpCHH ) 丨 29 

群速度 （rpyunoBan cKopocTb) 111 

R 

瑞利波 （ BO/IHbl ?3J1CH ) 1 13 

热流密度 （ n/iOTHocTb noTOKa Ten/ia) 149 
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热传导 （ Ten^onpoeoAHocTb) 104 

热导率张量 （ TeH3op TennonpoBOAHocTH) 151 

热扩散率 （ TeMnepaTyponpoBOflHOCTb) 151 

热力学流 （ TepMCwiHaMMHecKHfi noTOK) 185 
热力学 ( TepMOAHHaMMHecKa 只 cn/ia) 185 
热 jAl 学势 （TepMOflMHaMMHeCKHH noTeHUHa/i) 10 

热膨胀系数 （ K03(|)cJ)MUHeHT TenTIOBOrO paCUIHpeHHH) 17 
热膨胀系数张歡 （ TeH 3 opa Ten/ioBoro pacLUHpeiiHH) 43 


S 


色散关系 （ 3aKOH flHCnepCHH ) 111 

色散方程（ flHcnepcHOHHbie ypaBHeHwe) 111 
墒 （ SHTponna) 9 

熵增速度 （ CKOpOCTfc B03paCTaHMH 3HTpOnMH ) 180 

摘流密度 (n;ioTHOcn> noTOKa SHTponHfl) 180 

势能 (noTeHUHa/ibHan aHeprHH) 61 

吸 •] 夂系数 (K03(J)4)MUHeHT nor/iomeHH 只 3ByKa) 154 


T 

退化参数 （ napaMeTp Bbipo>KAeHHH) 176 

退化空 I 司 (npocrpaHCTBO Bbipo>KAeHHH ) 176 

体积力（体力 ）（ o 6 i^MHaH CM/ia) 19 

弹性波 （ynpyme BO/iHbi) 105 

弹性理论 （ TeopHH ynpyrocTH) 1 

弹性模量张量 （ TeH 3 op MOflynen ynpyrocTw) 37 

弹性平面 （ynpyicaH n/iocicocTb) 55 

弹性曲线 （ynpyraH nnuun) 79 

弹性自由能 （ynpyran CBo 6 oAHan 3 HeprHn) 11 

弹性振动 （ynpyriie KO/ie6aHMH) 105 

W 

f 立错 (AHC/IOKaUHH ) 127 

刃型位错 （KpaeBWM AMCTIOKaUHM) 128 
螺型位错 （BHHTBbIM AMC^OKaUHH ) 128 

位错环 (neTTIH flHC/IOKaUMH 或 AMC/IOKaUMOHHblft neT^H ) 


129 


索 
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位 f 持极化 5 长 M ( TeH30p flMCnOKaUHOHHOfl nO/IHpH3aUHH ) 144 

位错矩张量 (TeH30p AMC/lOKaUMOHHOrO MOMCHTa) 131 
位错矩密度张量 （ TeH30p n/IOTHOCTH AMC/lOKaUHOHHOrO MOMeHTa) 
位错密度张域 （ TeH30p n/IOTHOCTM AMC^OKaUHH ) 141 

位错通量密度张暈 （ TeH30p n^OTHOCTM nOTOKaflHC /IOKaUMH) 143 
弯曲 （ M3rH6) 70 

弯曲（第六章 ）（ npoflo^bHbiH H3m6 ) 164 

弯曲波 （ Bo/iHa M3rw6a) 118 

弯矩 j[ M3rM6aiomMft MOMeHT) 79 

位移矢量 （BeKTopHoe CMemeHMe) 1 

位移单值条件 （ yC/lOBHe OAHG3HaMHOCTH CMeLUeHHH ) 73 

物质流密度 （ n/iOTHOCTb noTOKa BemecTBa ) 180 

X 

弦 （ CTpyHa) 94 

向错 （ flliCK/lMHaUM 只） 167 
小烧度弯曲 （ c;ia6bift H3rw6) 64 

形变 （ Ae(J)opMauHfl) 1 

残余形变 ( ocraTOHHaH 中 opMauwH) 9 
等温形变 (H30TepMMHecKa 只 fle4>opMauH 只 ) 17 
绝热形变 （ aflna6aTHHecKaH Aec})opMauHfl) 17 

纯剪形变 （ fle4>opMauM>i MHCToro CABHra) 11 
均勾形变 （ o/iHopo/iHafl Aecf)opMauHH) 13 

塑性形变 （ nnacTHMecKan flet^opMaunn) 9 ， 137 
弹性形变 （ ynpyran AC(J)opMauH5i) 9 
纵向形变 （ npoao/ibHafl fle(|)opMa4MH) 54 

平面形变 (naocHaH AecJ)opMauHH) 19 

Y 


应变张量 （ TeH3op Aec|)opMauHH) 2 

应力 （ Hanpfl>KeHHe f BuyTpeHwe Hanp«>KeHH) 4 

平面 ( n/iocKoe HanpH>KeHHe) 55 
应力张量 （ TeH3op HanpH>KeHHM) 5 

应力函数 （ 中 yHKUMH Hanp 腹 eHHM) 20 

法向应力（正应力 ）（ HopMa;ibHbie Hanpn^ceHHH) 5 


144 
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切向应力（剪应力 ）（TaHreHuwabHbie Hanpa^eHMH) 6 

纵向应力 （ npoflo/ibHHe BHyTpeiiHe HanpH)KeHHe) 55 
液晶 (>KHflKHe KpHCTa^^bl ) 163 

液晶力学 （ MexaHMKa >khakhx KpncTa^OB) 163 

向歹 1 J 丰目液晶（或向歹 d 相 ）（HeMaTHMecKHe >KHAKne KpncTa^ibi fuih HeMaTHK ) 163 

月卩幽相液 i$( 或月 H • 指相 ）（xonecTepwHecKMe >KHflKne KpMCTa^^bi wnw xonecTepn) 

192 

近 M 相液晶（或近晶相 ）（CMeKTHHeCKHe )KHflKMe KpHCTa^；I H/1M CMeKTHH ) 195 

z 

组合频率 （ KOM 6 MHaUMOHHa>! HMCTOTa) 124 

OS ( rnaDHan n^ocKOCTb) 79 
主惯性矩 （ niaBHbift MOMeHT HHepuHn) 79 
主惯性轴 （ r/iaBHafl ocb MHepuMw) 79 
涨落 （（ Jj/iyKTyaune) 196 

展曲（第六章〉 （ nonepeMHbift H3rn6) 164 

中性面 (HeftTpa/ibHa 只 noBepxHOCTb) 46 
指向矢 （ AHpeKTop) 163 
纵波 （ npo/io/ibHbie BO/iHbi) 105 
纵向声速 （ npocflo;ibHaH CKopocTb 3Byxa) 105 
自由端 （ CBo6oflHbIH KOHeu) 85 

自由雜 （ cBo 6 oaHa>i 3HeprMH) 10 
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